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ВСТУП 
Технічна механіка містить багато наукових узагальнень, які допома-

гають майбутнім інженерам різних спеціальностей правильно розуміти ті 
явища, які вони спостерігають, і робити науково обґрунтовані висновки. 
Крім того, технічна механіка є науковою базою багатьох галузей сучасної 
техніки, наприклад таких як, теорія механізмів і машин, гідравліка, деталі 
машин, динаміка машин та інші, що вивчаються у вузах. 

Запропоновані методичні вказівки складено відповідно до уніфіко-
ваного навчального плану програми та робочого плану з цього курсу. Кон-
трольні роботи з технічної механіки спрямовані на розвиток у студентів 
уміння виконувати типові задачі. 

1 Студент заочної форми навчання спеціальності ІТП виконує 
три контрольні роботи. Перша контрольна робота містить чотири завдання, 
друга – теж чотири, третя – п'ять завдань. 

2 Номер варіанта завдання відповідає трьом останнім цифрам 
навчального шифру студента (номери залікової книжки студента): 

перша цифра указує номер стовпця першої таблиці,  

друга – номер стовпця другої таблиці,  

третя – номер схеми (рисунка). 

3 Контрольні роботи повинні виконуватися студентом самостій-
но після вивчення відповідної теми. 

4 Кожна контрольна робота виконується в окремому зошиті або 
на аркушах формату А4, які треба скріпити.. На титульному аркуші указу-
ється номер контрольної роботи, назва дисципліни, прізвище, ім'я, по бать-
кові студента, навчальний шифр, відповідний номеру залікової книжки, 
дата передачі роботи в деканат. 

5 Для кожного завдання повинно написати її умову з даними, 
відповідними варіанту, виконаний рисунок схеми (у масштабі), на якому 
повинні бути проставлені всі задані величини. Рішення повинне супрово-
джуватися короткими послідовними поясненнями. 

6 Виправлення помилок, які відмітив рецензент, слід виконувати 
в тому ж зошиті на вільних сторінках, наступних за рішенням останньої 
задачі. 
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1 КОНТРОЛЬНА РОБОТА 
«СТАТИКА ТВЕРДОГО ТІЛА» 

 

Методичні вказівки  
до виконання контрольної роботи 

 

Статикою називають розділ механіки, в якому вивчають методи 
перетворення одних систем сил на інші, що еквівалентні їм, а також умо-
ви рівноваги різних систем сил, які діють на тверде тіло. 

В’язями називають тіла, що обмежують свободу руху системи ма-
теріальних точок або твердого тіла. 

Реакцією в’язі називають силу, з якою в’язь діє на систему матеріа-
льних точок або на тверде тіло. 

Конструктивні форми в’язів (опор) різноманітні. Для розрахунку 
плоских систем їх схематизують у вигляді трьох типів опор. 

Шарнірно-нерухома опора (рис.1.1, а) перешкоджає переміщенню ті-
ла у двох напрямках –  вертикальному і горизонтальному, і тому в ній ви-

никають дві реакції – вертикальна AV  і горизонтальна НА. 

 
 
 
 
 
 
 
Конструктивно шарнірно-нерухома опора може бути виконана з двох 

стрижнів (див. рис.1.1, б і в). Іноді її позначають трикутником (див.  
рис.1.1, г). Дана опора не перешкоджає повороту балки. 

Шарнірно-рухома опора (рис.1.2, а) перешкоджає переміщенню бал-
ки тільки в одному напрямку, тому її реакція (RA) направлена перпендику-
лярно опорній поверхні катків.  

Іноді шарнірно-рухому опору схематично зображають з одним кат-
ком (див. рис.1.2, б), або без нього – ковзаюча опора (див. рис.1.2, в). У де-
яких випадках шарнірно-рухому  опору виконують  у вигляді стрижня 
(див. рис.1.2, г і д), реакція якого направлена уздовж його осі. 

    в     г 

HA RA 

    а 

VA 

    а     в     г 
Рисунок  1.1 

HA 
VA 

    б     б 

HA VA 
HA 
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Жорстке затиснення (защемлення) (рис.1.3, а) перешкоджає двом 

лінійним і кутовому переміщенням, і тому його реакція складається з трьох 
складових: горизонтальної сили HA, вертикальної сили VA і реактивного 

моменту  MA. 
 
 
 
 
 
 
 
Іноді затискання зображають і виконують у вигляді комбінації рухо-

мої і нерухомої опор (див. рис.1.3, б) або трьох стрижнів (див. рис.1.3, в). 
Стрижень, що працює на згинання, називається балкою. До схеми 

«балка» зводяться багато машинобудівних конструкцій (балка мостового 
крана, валок прокатного стану, зуб шестерні та ін.).  

Балка, яка показана на рисунку 1.4, а, називається простою (двоопо-
рною).  

Відстань  між опорами називається прогіном. 
 
 
 
 
 
 

    б     а     в     г     д 

Рисунок  1.2 
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Консоллю називається балка, закріплена одним кінцем і що не має 
інших опор (див. рис.1.4, б), або частина балки, що звішується за опори 
(див. рис.1.4, а). 

Системою сил називають сукупність сил, які прикладені до тіла (до 
балки чи рами). Якщо лінії дій сил розміщені в одній площині, то систему 
сил називають плоскою, а якщо лінії дій сил розміщені не в одній площині, 
то систему сил називають просторовою. Крім того, сили, лінії дій яких пе-
ретинаються в одній точці, називають збіжними, сили, лінії дій яких пара-
лельні одна одній, називають паралельними, а сили, лінії дій яких не пере-
тинаються в одній точці і не паралельні одна одній, називають довільними. 

Для рівноваги довільної плоскої системи сил необхідно і достатньо, 
щоб суми проекцій всіх сил системи на дві взаємно перпендикулярні осі в 
площині дії сил дорівнювали нулю і щоб при цьому дорівнювала нулю су-
ма алгебраїчних моментів сил відносно будь-якої точки цієї площини: 

∑∑∑
===

===
n

1k
kA

n

1k
ky

n

1k
kx ,0)P(M;0P;0P   (1.1) 

де  n – кількість сил у системі (k = 1,2,3,...,n); 
     А – довільна точка в площині дії сил.  
Це перша (основна) форма аналітичних умов рівноваги довільної 

плоскої системи сил. Крім неї існують ще дві форми. 
Друга форма умов рівноваги довільної плоскої системи сил викорис-

товує дві довільні точки в площині дії сил, наприклад А та В, та суму прое-
кцій всіх сил системи на вісь (наприклад х) в площині дії сил, яка не пер-
пендикулярна прямій АВ: 

∑∑∑
===

===
n

1k
kB

n

1k
kA

n

1k
kx .0)P(M;0)P(M;0P  (1.2) 

Третя форма умов рівноваги довільної плоскої системи сил викорис-
товує три довільні точки в площині дії сил, наприклад А, В та С, при цьому 
моментні точки не повинні лежати на одній прямій: 

∑∑∑
===

===
n

1k
kC

n

1k
kB

n

1k
kA ,0)P(M;0)P(M;0)P(M  (1.3) 

Застосувавши будь-яку з зазначених форм умов рівноваги, можна ви-
значити не більше трьох невідомих опорних реакцій твердого тіла, наван-
таженого тією чи іншою заданою системою сил, довільно розташованою в 
одній площині. 
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Для визначення реакцій опор рами можна використовувати рівняння 
(1.1) … (1.3). Але, якщо це можливо, треба вибирати такі рівняння, щоб у 
кожному з них було тільки одна невідома реакція. 

 
1.1 Визначення реакцій опор твердого тіла  

(консольна балка) 
 

Визначити опорні реакції твердого тіла (консольної балки). 
Вихідні дані вибрати із таблиць 1.1 та 1.2 і рисунка 1.5. 
 
Таблиця 1.1 – Вихідні дані до задачі 1.1 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

а, м 1 2 3 4 4 1 2 3 4 4 

b, м 2 3 4 2 1 3 4 3 2 1 

с, м 3 4 1 1 2 4 3 2 1 3 

d, м 2 1 2 3 3 2 1 1 3 2 

 

Таблиця 1.2 – Вихідні дані до задачі 1.1  

Значення величин відповідно до другої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

М, кН·м 4 8 10 6 12 14 8 12 6 8 

Р, кН 12 18 10 8 18 6 16 8 14 18 

q, кН/м 10 12 8 14 10 12 14 10 12 14 

 
 
1.1.2 Приклад розв’язання задач 1.1 
 

 Для заданої балки (рис. 1.6) визначити реакції опори. 
Дано :  Р = 15 кН;  q = 20 кН/м;  M = 10 кН·м;  a = 2 м;   
b = 0,8 м; c = 0,6 м, α = 600. 
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Рисунок 1.5 - Схеми до варіантів завдання 1.1 
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Розв’язання.  Задана балка має одну опору (жорстке защемлення), 
реакція якої складається з трьох частин: вертикальна і горизонтальна реак-
ції  XA та  ZA   та реактивний момент – МА.  

Відкинемо в’язі, а дію цих в’язей замінимо іх реакціями (рис.1.7).  

 

 

 

 

 

 

 

З умов рівноваги визначимо опорні реакції балки. 

Для визначення реакції ZA  складемо рівняння – суму проекцій сил на 

горизонтальну вісь z. ∑ =−= .060cosPZ;0P Akz
o  

Звідки маємо  .кН5,75,01560cosPZ A =⋅== o  

Для визначення реакції YA  складемо рівняння – суму проекцій сил на 

вертикальну вісь y.  

Розподілене навантаження з інтенсивністю q, що діє на частину рами 

довжиною a, замінимо рівнодійною Q = q·a (див. рис. 1.3). 

∑ =−⋅−= .060sinP4qY;0P Aky
o  

Звідки маємо  .кН99,92866,01542060sinP4qYA =⋅+⋅=+⋅= o  

Рисунок 1.6  – Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 1.1 

        q 
                М 

 А 

  Р 

 В 
а b  c 

α 

Рисунок 1.7  – Заміна в’язів реакціями 
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Для визначення реактивного моменту МA складемо рівняння – суму 
моментів відносно точки А.  

Рівнодійну (Q = q·a) розподіленого навантаження інтенсивності q 
прикладемо посередині навантаженого відрізку балки, тобто на відстані 
0,5а від точки А (див. рис. 1.3). 

Для визначення моменту сили Р відносно точки А використаємо те-
орему Варіньона, згідно з якою момент рівнодійної відносно будь-якої то-
чки дорівнює сумі моментів всіх сил відносно тієї ж точки, тобто 

o60sin)cba(P)P(M)P(M)P(M yAxAA ++−=+= , 

тому що момент проекції сили Р на вісь z дорівнює нулю. 

 Остаточно маємо: 

( ) 060234
2
440 =++−+






⋅−= osinPMqМ;M ААΣ . 

 Звідки ( ) =+++−





⋅= o60sin234PM

2
44qМ А  

мкН91,266866,0915102420 ⋅=⋅⋅+−⋅⋅= . 

 

Зробимо перевірку. Для цього використаємо рівняння суми моментів 
відносно точки В. 

( ) 0M23
2
44q234YМ;0M AАВ =+






 ++⋅+++−=Σ . 

( ) 01023
2
442023499,9291,266 =+






 ++⋅+++⋅− . 

0912,836908,836 =−  

Похибка складає %04,0%100
908,836

912,836908,836
=⋅

−
, що є допус-

тимим.  

Таким чином, реакції балки визначені вірно. 
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1.2 Визначення реакцій опор твердого тіла  
      (балка на двох опорах) 

 

Визначити опорні реакції твердого тіла (консольної балки). 
Вихідні дані вибрати із таблиць 1.1 та 1.2 і рисунка 1.8.  

 
 

  

  

  

  

  

 

Рисунок 1.8 - Схеми до варіантів завдання 1.2 
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1.2.1  Приклад розв’язання задач 1.2 
 

Для заданої балки (рис. 1.9) визначити реакції опор. 

Дано:  Р = 55 кН;  q = 50 кН/м;  M = 40 кН·м;  a = 2 м;   

b = 0,8 м; c = 0,6 м; α = 600. 

 

 

 

 

 

 

Розв’язання.  Задана балка опирається на дві опори, одна з котрих 
шарнірно-рухома (т. А) і має одну реакцію (YA), а друга – нерухома (т. В) і 

має дві реакції (YB та  ZB).   

Відкинемо в’язі, а дію цих в’язей замінимо іх реакціями (рис.1.10).  

 

 

 

 

 

 
 

 

З умов рівноваги визначимо опорні реакції балки. 

Для визначення реакції YA складемо рівняння – суму моментів відно-

сно точки В. Розподілене навантаження з інтенсивністю q, що діє на час-

тину рами довжиною b, замінимо рівнодійною, яку прикладемо посередині 
навантаженого відрізку рами. 

q М  

 А 

Р 

 В 
а b  c 

α 

Рисунок 1.9 – Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 1.2 

Рисунок 1.10  – Заміна в’язів реакціями 
 

YA  
q = 20 кН/м 

М = 10 кН·м 

4м 3м 2м 

ZB  

Р = 15 кН 

z 
Q  

 А  В α 

YВ 

у 
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( ) ( ) ;0M2
2
33q60sin23P234Y;0M AB =+






 +⋅+++++−=Σ  

( )

.кН66,31
9

105,3320866,0515
234

M2
2
33q60sin23P

YA

=
+⋅⋅+⋅⋅

=

=
++

+





 +⋅++

=
. 

Для визначення реакції YB складемо рівняння – суму моментів відно-
сно точки A. 

( ) ;0234YM
2
343q60sin4P;0M ВА =++++






 +⋅−⋅⋅−=Σ  

.кН33,41
9

105,5320866,0415
234

M
2
343q60sin4P

YВ

=
−⋅⋅+⋅⋅

=

=
++

−





 +⋅+⋅⋅

=
 

Для визначення реакції ZB  складемо рівняння – суму проекцій сил на 

вісь z.   ∑ =+= .0Z60cosP;0P Bkz
o  

.кН5,75,01560cosPZ B −=⋅−=−= o  

Зробимо перевірку. Для цього використаємо рівняння суми проекцій 
всіх сил на вісь у:    

∑ =+⋅−−= .0Y3q60sinPY;0P BAky
o  

;033,41320866,01566,31 =+⋅−⋅−  

.0988,72992,72 =−  

Похибка складає  %005,0%100
988,72

988,72992,72
=⋅

−
, що є допус-

тимим. Таким чином, реакції балки визначені вірно. 
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1.3 Визначення реакцій опор твердого тіла  
(рама на двох опорах) 

 

Визначити опорні реакції твердого тіла (рами). 
Вихідні дані вибрати із таблиць 1.1 та 1.2 і рисунків 1.11 та 1.12.  
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Рисунок 1.11 - Схеми до варіантів завдання 1.3 
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 Рисунок 1.12 - Схеми до варіантів завдання 1.3 
 
 

1.3.1  Приклад розв’язання задач 1.3 
 

 Для заданої рами (рис. 1.13) знайти реакції опор. 

Дано:  Р = 4 кН;   q = 3 кН/м;   M = 6,5 кН•м;   a = 1,5 м;   

b = 2м;  c = 1м;   d = 2м. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 Розв’язання.  Задана рама опирається на три шарнірно-рухомі опо-
ри, кожна з котрих має по одній реакції. Відкинемо в’язі, а дію цих в’язей 
замінимо іх реакціями (рис.1.14). Означимо на схемі всі задані величини. 

 q 

 d
 

   
c 

М  

 Р  

 c  b  a 

Рисунок 1.13  – Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 1.3 
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Знайдемо опорні реакції, для чого складемо для рами рівняння рівно-
ваги. При складанні рівнянь зручно, щоб у кожному рівнянні було лише по 
одній невідомій реакції.  

Для визначення реакції RA  знайдемо точку перетину ліній дій двох 

інших реакцій (RВ та RС). Такою точкою є точка D (див. рис. 1.14). Розпо-

ділене навантаження з інтенсивністю q, що діє на частину рами довжиною 

(a + b), замінимо рівнодійною, яку прикладемо посередині навантаженого 

відрізку рами і яка має модуль 533 ,)ba(q ⋅=+ . 

( ) ;,RPМ,3,5q;РМ АkD 05411
2
530 =⋅−⋅+−






 +⋅⋅=∑  

кН;865
54

1456752533 ,
,

,,,RA =
⋅+−⋅⋅

=  

Для визначення реакції RС  знайдемо точку перетину ліній дій двох 

інших реакцій (RА та RВ). Такою точкою є точка Е (див. рис. 1.10). 

( ) ;,RPМ,q;РМ СkЕ 05417513,50 =⋅+⋅+−⋅⋅−=∑  

кН;644
54

1456751533 ,
,

,,,RС =
⋅−+⋅⋅

=  

Для визначення реакції RВ  використаємо рівняння суми проекцій сил 
на вісь х, оскільки реакції RА  та RС  (див. рис. 1.10) паралельні осі у. 

∑ =−= ;0РR;0Р Вkх     звідки кН.4РRВ ==  

Рисунок 1.14  – Заміна в’язів реакціями 
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Зробимо перевірку.  
Для цього використаємо рівняння суми проекцій всіх сил на вісь у  

(див. рис. 1.10).  ∑ =+⋅−= ;0R5,3qR;0Р 51kу  

.05,105,1064,45,3386,5 =−=+⋅−  
Таким чином, реакції знайдені вірно. 
 

Висновки :  

1 Реакції  дорівнюють:  кН;86,5RA =   кН4RВ = ; 

кН64,4RС = .  
2 Позитивні знаки при значеннях  реакцій  вказують на те, що реакції 

RA, ВR , СR  дійсно спрямовані так, як зображено на рисунку 1.10. 

 
 

1.4   Визначення реакцій опор твердого тіла  
(стрижнева система) 

 

Визначити опорні реакції (реакції стрижнів) твердого тіла. 
Вихідні дані вибрати із таблиць 1.1 та 1.2 і рисунків 1.15 та 1.16. 
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Рисунок 1.15 - Схеми до варіантів завдання 1.4 
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Рисунок 1.16 - Схеми до варіантів завдання 1.4 
 
 
 

1.4.1 Приклад розв’язання задачі 1.4 
 

Для заданої системи (балки), показаної на рисунку 1.17, знайти опо-
рні реакції, якщо:  Р = 200 кН;  q = 200 кН/м;  M = 200 кН·м;  a = 3м;  
b = 2м;  c = 2м; α = 450, β =300. 

 

Розв’язання.  У заданій стрижневій системі (рис. 1.17) невідомими є 
зусилля в трьох стрижнях, які не перетинаються в одній точці й не парале-
льні між собою. Таку систему називають плоскою довільною. 
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Відкинемо накладені на тіло в’язі (стрижні), а їх вплив замінимо зу-
силлями N1, N2 та N3 (рис. 1.18). 

Для такої системи можна скласти три незалежних рівняння статики, 
тобто вона є статично визначуваною стрижневою системою. Для визна-
чення зусиль у стрижнях складаємо рівняння рівноваги. Необхідно намага-
тися складати тільки такі рівняння, до яких входило б тільки по одному 
невідомому зусиллю. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рисунок 1.17 – Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 1.2 
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Рисунок 1.18 – Заміна в’язів реакціями 
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Перш за все з трикутника АКС (рис. 1.18) знайдемо довжину 2-го 
стрижня та косинус і синус кута α : 

м,)(КСАКАС 484354 2222
3 =−+=+==l  

;893,0
48,4
4cos ===α

AC
AK       .446,0

48,4
2sin ===α

AC
KC  

Візьмемо суму моментів відносно точки А (див. рис. 1.18), тому що в 
ній перетинаються два невідомі зусилля – N2 і N3 : 

10; 5 (5 3) 4 2 0,AM N P q MΣ = ⋅ − ⋅ − + ⋅ ⋅ − =  

звідки    кН.160
5

300242002250
5

242
1 −=+⋅⋅−⋅=+⋅⋅−⋅= MqPN  

Тепер беремо суму моментів відносно точки В (у ній перетинаються 
зусилля N1 та N3): 

,0cos5243;0 2 =α⋅⋅+−⋅⋅+⋅=Σ NMqPMB  

звідки кН.2,459
893,05

300242003250
cos5

243
2 −=

⋅
+⋅⋅−⋅−=

α⋅
+⋅⋅−⋅−

=
MqP

N  

Зусилля N3 знаходимо із суми проекцій на вертикальну вісь: 
∑ =−α⋅−⋅−= ;0sin4;0 32 NNqPY  

( ) кН.2,595446,02,4594200sin4 23 −=⋅−−⋅−=α⋅−⋅−= NqN  
Усі зусилля одержали зі знаком мінус, тому напрямок усіх зусиль 

зворотний заданому, тобто усі стрижні стиснуті. 
Тепер виконаємо перевірку, чи вірно ми знайшли зусилля. Для пере-

вірки необхідно брати тільки ті рівняння, які ми не використовували при 
знаходженні зусиль, наприклад, суму проекцій всіх сил на вертикальну 
вісь: 

∑ =α⋅+−= ;0cos;0 21 NNPPz  
250 - (-160) -  459,2⋅0,893 = 0;   410 - 410 = 0. 
∑ =⋅−−⋅⋅−⋅= ;04243;0 31 NMqNM c  

- 160⋅3 - 200⋅4 ⋅ 2 – 300 - (- 595,2) = 0; - 2380 + 2380,7 = 0. 

Похибка складає %03,0%100
2380

23807,2380
=⋅

− , що є допустимим. 

Висновки :  
1 Реакції  дорівнюють:  N1 =-160 кН;   N2 = -459,2 кН;  

N3 =  595,2 кН.  
2 Знаки «мінус» при значеннях N вказують на те, що їх напрямки 

протилежні прийнятим, тобто усі стрижні стиснуті. 
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2 КОНТРОЛЬНА РОБОТА 
«КІНЕМАТИКА ТА ДИНАМІКА» 

 

Методичні вказівки  
до виконання контрольної роботи 

 

Кінематикою називають розділ механіки, в якому вивчають рух си-
стеми матеріальних точок незалежно від діючих на них сил. 

Розрізняють п’ять видів руху твердого тіла: 
1) поступальний; 
2) обертальний навколо нерухомої осі; 
3) плоско-паралельний; 
4) обертальний рух навколо нерухомої точки; 
5) рух вільного твердого тіла. 

Поступальний і обертальний рухи навколо нерухомої осі належать 
до простих рухів. Інші види руху твердого тіла можна звести до одного із 
цих рухів або їх сукупності. 

Поступальним називається рух твердого тіла, при якому відрізок 
прямої, що з’єднує будь-які дві його точки, рухається паралельно самому 
собі. 

При поступальному русі твердого тіла всі його точки описують оди-
накові траєкторії, а вектори швидкостей і вектори прискорень усіх його то-
чок відповідно однакові в кожний момент часу. 

Таким чином поступальний рух твердого тіла цілком характеризу-
ється рухом однієї будь-якої точки цього тіла. 

Обертальним рухом твердого тіла навколо нерухомої осі називається 
такий рух, при якому будь-які дві точки залишаються нерухомими. Пряма, 
проведена через ці дві нерухомі точки, називається  віссю обертання.  

При обертальному русі положення твердого тіла визначається кутом 

повороту ϕ, де ϕ = ϕ(t). Це співвідношення називається рівнянням обер-
тального руху твердого тіла навколо нерухомої осі. 

Зміну кута повороту тіла ϕ  з часом характеризує кутова швидкість 

ω, яка дорівнює похідній за часом від кута повороту ϕ,  тобто ϕω &= .  

У міжнародній системі одиниць СІ кутова швидкість має розмірність 
рад/с або с-1. У техніці кутову швидкість часто визначають кількістю обе-
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ртів за хвилину (n обертів за хвилину). Зв'язок між цими одиницями вимі-

рювання задається формулою 1c
30
n −=

π
ω . 

Зміну кутової швидкості у часі характеризує кутове прискорення, яке 
дорівнює першій похідній від кутової швидкості за часом або другій похі-
дній від кута повороту тіла за часом, тобто 

ϕωε &&& == . 

При обертальному русі тіла кожна його точка має швидкість  
RV ω= ,     (2.1) 

і прискорення,            22
nааa += τ , 

яке складається з тангенціальної складової  
Rа ετ = ,     (2.2) 

та нормальної складової прискорення 

Rа 2
n ω= ,    (2.3) 

де R – радіус обертання точки. 

Вектори швидкості V і тангенціальне прискорення aτ  напрямлені за 
дотичною до кола, яке описує дана точка тіла, або перпендикулярно до ра-
діуса  R, а вектор нормального прискорення аn  напрямлений за радіусом 
цього кола до його центра (рис. 2.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Тангенціальна складова прискорення точки (або тангенціальне при-

скорення) характеризує зміну швидкості за її величиною (модулем). Тому, 

Рисунок 2.1 – Швидкості та прискорення точок тіла  
при обертальному русі 
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якщо обертальний рух тіла прискорений, то вектори V і аτ мають однако-
вий напрямок, якщо рух сповільнений – то напрямки протилежні. При рів-

номірному обертанні аτ=0. 
Нормальна складова прискорення точки (або нормальне прискорен-

ня) характеризує зміну швидкості за її напрямком. 
Передачами називають механізми, які змінюють швидкість обер-

тання, напрямок обертання або вид руху тіла. 
Передача обертання від одного твердого тіла, яке обертається навко-

ло нерухомої осі, до другого твердого тіла, яке обертається навколо другої 
нерухомої осі, здійснюється за допомогою зубчастого або фрикційного за-
чеплення двох колес (рис.2.2), або за допомогою пасової або ланцюгової 
передач (рис.2.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
При внутрішньому зачепленні (див.рис.2.2, а) і не перехресній пасо-

Рисунок 2.3 – Приклади ремінних або 
ланцюгових передач 
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Рисунок 2.2 – Приклади зубчастих або  
фрикційних передач 
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вій передачі (див.рис.2.3, а) напрямки обертань обох коліс збігаються. При 
зовнішньому зачепленні (див.рис.2.2, б) і перехресній пасовій передачі 
(див.рис.2.3, б) напрямки обертань коліс протилежні. 

Величини швидкостей точок на ободі зубчастих коліс, які знаходять-
ся в зачепленні, однакові. Також однакові за модулем і швидкістю на ободі 
шківів пасової передачі, якщо немає ковзання паса по шківу.  

Тому кутові швидкості коліс обернено пропорційні радіусам ri від-

повідних коліс (або діаметрам di колес, або кількості зубців zi): 

1

2

1

2

1

2

2

1
z
z

d
d

r
r

===
ω
ω

.     (2.4) 

Плоско-паралельним (плоским) рухом називають рух тіла, при якому 
всі його точки рухаються паралельно будь-якій площині. 

Рух плоскої фігури в її площині складається з поступального руху 
разом з полюсом (це може бути будь-яка точка плоскої фігури) і оберталь-
ного руху навколо полюса. 

Кінематичними характеристиками плоско-паралельного руху є шви-
дкість та прискорення полюсу і кутова швидкість та кутове прискорення 
плоскої фігури навколо полюса. 

Виходячи з цього, швидкість VВ довільної точки В плоскої фігури 
визначається за формулою 

BAAB VVV += ,     (2.5) 

де  AV  - вектор швидкості полюса А,  

BAV – вектор швидкості точки B в обертальному русі плоскої фі-

гури навколо полюса А. При цьому вектор  BAV  - перпендикулярний до лі-

нії АВ, і його числове значення: 

 ABABBAV ω= ,    (2.6) 

де ABω  - кутова швидкість плоскої фігури.  
Крім того, швидкість довільної точки В можна знайти, використову-

ючи теорему: проекції швидкостей двох довільних точок А і В на напря-

мок відрізка АВ, що з’єднує ці точки, дорівнюють одна одній, тобто: 
 

βα cosVcosV BA = .     (2.7) 
Але найбільш універсальним є спосіб знаходження швидкостей дові-
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льних точок плоскої фігури за допомогою поняття миттєвого центра 
швидкостей (МЦШ) – точки плоскої фігури, швидкість якої в момент ча-
су, коли розглядаємо, дорівнює нулю. 

Отже швидкість точок плоскої фігури можна розглядати як швид-
кість обертального руху навколо миттєвого центра швидкостей (рис.2.4).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Тому вектори швидкостей всіх точок плоскої фігури перпендикуляр-
ні до відрізків, які з’єднують ці точки з миттєвим центром швидкостей і 
напрямлені в бік обертання фігури, а модулі швидкостей пропорційні від-
станям точок до миттєвого центра  швидкостей-точки О. 

AB
KBA

KО
V...

BО
V

AО
V

ω==== .    (2.8) 

Знаючи положення миттєвого центра швидкостей і швидкість однієї 
з точок, можна за допомогою формули (2.8) знайти швидкості всіх інших 
точок та кутову швидкість плоскої фігури.  

Прискорення кожної точки плоскої фігури дорівнює геометричній 
сумі прискорень полюса і прискорення цієї точки в обертальному русі фі-
гури навколо полюса, тобто: 

BAAB aaa += , 
або в розгорнутому вигляді: 

n
BABA

n
AAB aaaaa +++= ττ .     (2.9) 

Тут дотичне прискорення в обертальному русі: 

ABa ABBA ⋅= ετ      і  ABa n
BA ⊥         (2.10) 

Рисунок 2.4 – Швидкості точок тіла при плоскому русі 
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а нормальне прискорення в обертальному русі дорівнює: 

ABa AB
n
BA ⋅= ω      (2.11) 

і напрямлене від точки В до точки А. 
Динамікою називають розділ механіки, в якому вивчають механічний 

рух системи матеріальних точок з урахуванням сил, що діють на ці рухомі 
об’єкти. 

Основним законом динаміки вільної матеріальної точки вважається 
другий закон Ньютона – прискорення (a )матеріальної точки пропорційне 
прикладеній до неї силі ( P ) і має однаковий з нею напрямок: 

Pam = . 
Цей закон є основою усіх теорем динаміки, однією з яких є теорема 

про зміну кінетичної енергії, на якій базується завдання 2.3. 
Для розв’язання завдання 2.3 треба застосувати теорему про зміну 

кінетичної енергії матеріальної системи в інтегральній формі: 

∑∑
==

+=−
n

1k

i
k

n

1k

e
k0 AATT ,    (2.12) 

де  Т – поточне значення кінетичної енергії системи; 
     Т0 – початкове значення кінетичної енергії системи; 

    ∑
=

n

1k

e
kA  і ∑

=

n

1k

i
kA  – суми робіт усіх відповідно зовнішніх і внутрі-

шніх сил;   

     n – кількість матеріальних точок, які складають систему. 
Оскільки робота внутрішніх сил для ідеальної системи, в якій в’язі 

не деформуються, а тертям нехтують, дорівнює нулю, то формула (2.12) 
набуде  вигляду 

∑
=

=−
n

1k

e
k0 ATT .     (2.13) 

Якщо в початковий момент система була нерухома, то T0 =0. 
Кінетична енергія системи T складається із кінетичних енергій (Tk) 

тіл, які входять до складу системи:    ∑
=

=
n

1k
kТT .          (2.14) 

Кінетична енергія твердого тіла, яке рухається поступально, дорів-
нює 
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2mV
2
1T = ,     (2.15) 

де m  – маса тіла; 
V – його швидкість. 

Кінетична енергія твердого тіла, що обертається навколо нерухомої 
осі, дорівнює 

2
ZJ

2
1T ω= ,     (2.16) 

де  ZJ  – момент інерції тіла відносно осі обертання; 
ω   – кутова швидкість тіла. 

Кінетична енергія тіла при плоско-паралельному русі дорівнює 

2
Z

2
C C

J
2
1mV

2
1T ω+= ,    (2.17) 

де  CV  – швидкість центра мас тіла; 

CZJ   – момент інерції тіла відносно осі, яка перпендикулярна до 

площини руху і проходить через центр мас. 
Робота сили Р, яка прикладена до точки М, на переміщенні М1М2, 

визначається за формулою 

∫=
2

1

M

M
dSPA τ ,     (2.18) 

 

де                                    – проекція сили Р  на дотичну вісь τ ; 
dS – елементарне переміщення точки по траєкторії. 
 

У окремих випадках роботу обчислюють за формулами. 
Робота сили ваги матеріальної точки 

 

mghA ±= ,     (2.19) 

де 12 zzh −=  – різниця вертикальних координат між початковою та 
кінцевою точками відрізка траєкторії. Робота вважається додатною, якщо 
напрямок сили  (mg) співпадає з напрямком переміщення, тобто коли сила 
переміщується униз.  

Робота сили пружності  

( )2
1

2
0 xx

2
cA −±= ,     (2.20)  

^ ( )ττ ,PcosPP ⋅=  
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де с – коефіцієнт жорсткості пружини;  

x0  і x1 – відповідно початкове і кінцеве видовження пружини. 
Робота сил, які прикладені до тіла, що обертається навколо нерухо-

мої осі              ∫=
ϕ

ϕ
0

Z dMA ,                      (2.21) 

де ( )∑
=

=
n

k

e
kZZ РmM

1
 – обертовий момент, або сума моментів зов-

нішніх сил відносно осі обертання  
ϕd  – елементарний кут повороту тіла навколо осі; 

ϕ  – кінцевий кут повороту. 
Для розв’язання завдання 2.4 треба застосувати загальне рівняння ди-

наміки. 
Розглянемо рух механічної системи з ідеальними  в’язями. Якщо до 

кожної точки системи, крім діючих активних сил kF  і реакцій в’язей kR , 

додати сили інерції k k kФ m a= − , то згідно з принципом Даламбера отри-
мана система сил буде перебувати у стані рівноваги. Використовуючи для 
такої системи принцип можливих переміщень, отримаємо загальне рівнян-
ня динаміки, а саме: 

k k k k k kF r R r Ф r 0δ δ δ+ + =∑ ∑ ∑    (2.22) 

або             
k k

R Ф
kA A A 0δ δ δ+ + =∑ ∑ ∑ .             

(2.23) 

Якщо до системи прикладені ідеальні в’язі, то рівняння (2.22) і (2.23) 
можливо спростити, оскільки умови ідеальності в’язей мають вигляд: 

.k kR r 0δ =∑  

 Тоді рівняння (2.22) набуде вигляду: 

,k k k kF r Ф r 0δ δ+ =∑ ∑  

а рівняння (2.23):             .
k

Ф
kA A 0δ δ+ =∑ ∑                                    (2.24) 

Кількість рівнянь (2.22) або (2.23) залежить від числа ступенів віль-
ності системи. Якщо система має один ступінь вільності, то для 
розв’язання задачі необхідно надати можливе переміщення одній із точок 



 30 

системи.  
Усі інші можливі переміщення точок системи необхідно визначити 

через надане можливе переміщення 
При виконанні контрольної роботи на рисунку необхідно зобразити 

всі діючі сили та додати до них відповідні сили інерції. При цьому треба 
мати на увазі, що при поступальному русі твердого тіла зображуємо рівно-

діючу силу Ф , яка спрямована проти прискорення центра мас тіла: 

,C CФ Ma= −  

де M  – маса тіла; 

Ca  – прискорення центра мас тіла, 

При обертальному русі однорідних тіл навколо осі, що співпадає з 
віссю симетрії, сили інерції зводимо до однієї пари сил з моментом:  

,Ф
x xL I ε=  

де xI  – момент інерції тіла навколо осі обертання,  

ε  – кутове прискорення тіла.  

Напрямок головного моменту сил інерції Ф
xL  зображуємо дуговою 

стрілкою, протилежною напрямку ε . 
При плоскому русі твердого тіла на рисунку, який зобразить студент,  

треба  зобразити і головний вектор сил інерції, спрямований протилежно 
прискоренню центра мас тіла (точки С )  

,C CФ Ma= −  

і головний момент сил інерції  

,Ф
C xL I ε=  

де xI  – момент інерції тіла відносно центра мас тіла. 

Напрямок Ф
CL  протилежний напрямку ε .  

Прискорення усіх точок системи і кутові прискорення виражаємо че-
рез одне прискорення, яке необхідно знайти згідно з умовою задачі. 

Далі обчислюємо елементарну роботу зображених сил і моментів сил 
на можливих переміщеннях, тобто записуємо рівняння (2.24), з якого і зна-
ходимо невідому величину. 
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2.1 Визначення кінематичних характеристик точок і тіл  
        при поступальному та обертальному рухах 

 

Механізм складається із ступінчастих коліс 1...3, зубчатої рейки 4 і 
тягаря 5, який прив’язано до кінця нитки, намотаної на циліндричний ба-
рабан одного із коліс. Колеса знаходяться у зачепленні між собою або 
зв’язані ремінною передачею. На ободі коліс позначені точки A,B і С. 

Згідно із заданим рівнянням руху ведучого тіла механічної системи і в 

заданий час t1=2с, визначити лінійні і кутові переміщення зазначених тіл, 

а також кінематичні характеристики вказаних точок. 
Дані взяти з таблиць 2.1, 2.2  та рисунків 2.1, 2.2. 
У таблиці 2.2 означені рівняння руху або кутові переміщення ведучо-

го тіла механізму, де ϕ1(t), ϕ2(t) – закон обертання відповідних коліс, (ра-

діан); S4(t), S5(t) – закони руху відповідно зубчатої рейки і тягаря, (см). 
Попередження: додатні спрямування для ϕ  – проти руху стрілки 

годинника, для S4 та S5  – у бік додатних спрямувань відповідних осей (x 
та z) або вниз. 

 
Таблиця 2.1 – Вихідні дані до задачі 2.1 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта Розміри 
колес 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

r1, см 2 3 2 4 2 3 2 3 2 3 

R1, см 4 6 4 10 6 6 4 9 4 6 

r2, см 6 8 5 6 3 4 3 4 4 4 

R2, см 8 10 10 12 9 8 6 10 8 12 

 r2 ,см 12 14 12 14 12 10 14 12 8 14 

R3, см 14 18 16 20 16 12 20 18 16 18 
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Таблиця 2.2  – Вихідні дані до задачі 2.2 

Задано Знайти 
Зн
ач
ен
ня

 в
ел
ич
ин

 в
ід
по
ві
дн
о 

до
 д
ру
го
ї ц
иф

ри
 н
ом
ер
а 
ва
рі

-
ан
та

 

Рівняння 
руху 

(см або рад) 

 Швидкості, 
см/с 

Прискорення, 
см/с2 

0 S4= 8t + 6t2 VA , V5, ω1, ω2 ε1,  а4,  aB 

1 S5 = 7t+9t2 VC , V4, ω1, ω2 ε2,  a5,  aB 

2 ϕ1 = 5t+3t2 VC , V5, ω2, ω3 ε1,  a4,  aB 

3 ϕ2 = 2t+5t2 VA , V4, ω2, ω3 ε1,  a5,  aC 

4 S4=3t+10t2 VB , V5, ω1, ω2 ε2,  a5, aA 

5 S5=5t+4t2 VC , V4, ω1, ω2 ε2,  a4,  aB 

6 ϕ1 = 4t+5t2 VB , V4, ω2, ω3 ε2,  a4, aC 

7 ϕ2 = 2t+6t2 VA , V4 ,ω1, ω3 ε1,  a5, aB 

8 S4 = 5t+6t2 VA , V5, ω1, ω2 ε1,  a4, aC 

9 S5 = 8t+7t2 VB , V4, ω1, ω2 ε2,  a5, aC 
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Рисунок 2.1 – Схеми до варіантів завдання 
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Рисунок 2.2 – Схеми до варіантів завдання 
 

2.1.1 Приклад розв’язання задачі 2.1 
 

Механізм складається із ступінчастих коліс 1…3, що перебувають у 
зачепленні або зв'язаних пасовою передачею, зубчастої рейки 4 і тягаря 5, 
прив'язаного до кінця нитки, намотаної на колесо 3 (рис. 2.3). Радіуси коліс 
відповідно   дорівнюють:   R1  =  4  cм;   r1  =  2  cм;   R2 = 8 cм; r2 = 6 cм; 
R3 = 16 cм; r3 = 12 cм. На ободах коліс розташовані точки А, B і С.  

Закон зміни швидкості вантажу S5 =2t2-3t. Позитивний напрямок 
для S5 – донизу.  У  завданні  φ  виражається у радіанах, S – у сантиметрах, 
t – у секундах.  

Визначити в момент часу t1  = 2 с величини  VA, VC, ε3, aB, a4. 
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Розв’язання 

1 Визначення швидкостей  

Знайдемо швидкість тягаря 5: ( ) 3t4t3t2
dt
d

dt
dSV 25

5 −=−== . 

Тягар 5 пов'язаний з колесом 3 у точці D , отже 3t4VV 5D −== .  

Використаємо формулу (2.1) і знайдемо кутову швидкість ω3: 

16
3t4

R
V

3

D
3

−
==ω . 

Обертання колеса 3 відбувається за ходом годинникової стрілки. 

Колесо 3 знаходиться з колесом 2 у зачепленні, отже 
2

3

3

2
r
r

=
ω
ω

. 

Звідки знайдемо кутову швидкість колеса 2:  

( )341250
616

1234

2

33
2 −=

⋅
⋅−

== t,)t(
r

rω
ω . 

Аналогічно знайдемо кутову швидкість колеса 1: 
2

1

1

2
R
R

=
ω
ω

. 

Звідки знайдемо кутову швидкість колеса 1:  

4
34

48
834

1

22
1

)t()t(
R
R −

=
⋅

⋅−
==

ω
ω . 

Використовуючи формулу (2.1), знайдемо швидкість рейки 4:  

)t(,)t(rV 34502
4

34
114 −=⋅

−
== ω . 

Рисунок 2.3 - Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 2.1 
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Швидкість точки С співпадає із швидкістю точки D оскільки вони 
знаходяться на одному колесі на однаковій відстані від осі обертання: 

345 −== tVVС . 

Швидкість точки  А можна знайти за допомогою формули (2.1): 

4
4

34
11 ⋅

−
==

)t(RVA ω . 

У момент часу  t1 = 2 c швидкості дорівнюють:  
с/м)()t(VA 532434 =−⋅=−= ;    с/м5324VС =−⋅= ; 

( ) 1
2 62503241250 −=−⋅= с,,ω . 

Вектори швидкостей всіх тіл і точок проставимо на рисунку 2.4. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2  Визначення прискорень 
Кутове прискорення є похідна від кутової швидкості: ωε &= .  

Для кутового прискорення колеса 3 рівняння запишеться у вигляді: 

33 ωε &= ,   звідки   2
3 250

4
1

16
34 −==






 −

= с,)t(
dt
d

ε . 

Прискорення будь-якої точки тіла при його обертовому русі можна 

визначити як 22
nааa += τ . Дотичне прискорення τа чисельно дорів-

нює Ra ⋅= ετ  і спрямоване за дотичною до кола, а нормальне прискорен-

ня nа  чисельно дорівнює Ra 2
n ω=  і спрямовано за нормаллю (за радіу-

сом) убік осі обертання.  

Рисунок 2.4 – Означення швидкостей тіл і точок  заданого механізму 
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Спочатку визначимо кутове прискорення колеса 2: 

2
2 50

8
34 −=






 −

= с,)t(
dt
d

ε . 

Визначимо дотичне прискорення точки B: 
2

22 3650 с/м,raВ =⋅=⋅= ετ . 

Визначимо нормальне прискорення точки B. 
22

2
2

2 34266250 с/м,,ran
B =⋅=⋅= ω . 

Повне прискорення точки В:  

( ) ( ) 22222
833423 с/м,,ааa n

BBB =+=+= τ . 

Прискорення рейки 4 можна визначити як похідну від швидкості  

рейки 4V :  24
4 2

2
34 с/м)t(

dt
d

dt
dVа =






 −

== . 

Вектор 4а  спрямований по швидкості  4V  рейки 4, тобто донизу. 

У момент часу  t1 = 2 c  прискорення дорівнюють:  
2

3 250 −= с,ε ; 283 с/м,aB = ;  2
4 2 с/ма = . 

Вектори знайдених прискорень зображені на рисунку 2.5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Висновок:  1  У момент часу  t1 = 2 c    с/мVA 5= ; с/мVС 5= ; 

2
3 250 −= с,ε ; 283 с/м,aB = ;  2

4 2 с/ма = . 
 

2 Заданий механізм рухається прискорено.  

Рисунок 2.5 – Означення прискорень тіл і точок заданого механізму 
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 2.2 Кінематичний аналіз плоского механізму 
 
 

Плоский механізм (рис.2.6 та 2.7) складається із декількох стрижнів, 

повзунів та опор. Довжини стрижнів дорівнюють відповідно: =1l  0,6 м,  

=2l 1,8 м,  =3l 2,0 м, =4l 0,8 м. 

Один із стрижнів у схемах поділений шарніром приєднання на дві рі-
вні частини. Положення механізму визначається кутами α, β, γ та θ. Зна-
чення цих кутів й інших заданих величин вказані в таблицях 2.3 і 2.4.  

Знайти швидкості і прискорення точок та кутові швидкості і кутові 
прискорення ланок, які вказані в таблиці 2.4. 

Дугові стрілки на рисунках, які зображені студентом, показують, як 
при побудові креслення механізму повинні відкладатись відповідні кути. 
Побудову механізму слід починати із стрижня, напрям якого визначається 
кутом α. 

Задані кутову швидкість і кутове прискорення вважати напрямлени-
ми проти ходу годинникової стрілки, а задані швидкість BV  і прискорення 

Ba  - вниз або праворуч (відповідно до рисунку). 

 
 
Таблиця 2.3 – Вихідні дані до задачі 2.2 
 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величина 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

Кути α,0 90 120 0 30 60 90 150 60 30 0 

Кути γ,0 60 150 30 120 90 60 90 30 120 60 
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Таблиця 2.4 – Вихідні дані до задачі 2.2 
 

Значення величин відповідно до другої цифри  
номера варіанта Величина 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

θ,0 120 60 90 150 60 30 120 30 90 30 
Кути 

β,0 30 120 150 60 30 120 150 60 90 30 

ω1 6 - 5 - 2 - 8 - 4 - Для схем 
1…5 ω4 - 4 - 3 - 5 - 6 - 2 

ω1 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 

ε1 4 - 5 - 6 - 8 - 10 - 

VВ - 4 - 6 - 2 - 3 - 5 

За
да
ні

 к
ін
ем
ат
ич
ні

 х
ар
ак
те
ри
ст
ик
и 

 

Для схем 
0, 6…9 

аВ - 6 - 8 - 5 - 6 - 4 

V точок, м/с В,Е А,Е В,Е А,Е В,Е D,E B,E A,E B,E D,E 

ω   ланки, с-1 ω3 ω2 ω2 ω3 ω2 ω2 ω3 ω3 ω2 ω3 

a  точок, м/с2 В А В А В А В А В А 

Н
ев
ід
ом

і 
(т
ре
ба

 зн
ай
ти

) 

ε   ланки, с-2 ε2 ε2 ε2 ε2 ε2 ε2 ε2 ε2 ε2 ε2 
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Рисунок 2.6 – Схеми до варіантів завдання 
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Рисунок 2.7 – Схеми до варіантів завдання 
 

 
2.2.2  Приклад розв’язання задачі 2.2 
 

Механізм (рис. 2.8)  складається із з'єднаних один з одним стрижнів 
1…4, повзуна В та нерухомих опор О і О1. 

Д а н о:  α = 60°,  β = 150°, γ = 90°, ϕ = 30°, θ = 30°, AD = DB, 1l  = 

0,4 м, 2l  = 1,2 м, 3l = 1,4 м, 4l = 0,6 м, ω1 = 2 с-1, ε1 = 7c-2 (напрямки ω1 і 

ε1  – проти ходу годинникової стрілки).  

Визначити : VВ, VЕ, ω2, Ba , ε3. 
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Розв’язання 
1 Побудуємо положення механізму (рис. 2.9) відповідно до заданих 

кутів та довжин стрижнів. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 Спочатку знайдемо швидкість точки А, оскільки задана кутова 
швидкість (ω1) стрижня ОА: 

;с/м8,04,02V 11A =⋅== lω           AOV 1A ⊥ .              (2.25) 

О  α  

 ϕ  

 θ  

 β  
 γ  

A 

D 

B 
О1 
 

E 

1 

2 
3 

4 

Рисунок 2.8 - Задана схема до прикладу виконання завдання 2.2 
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Рисунок 2.9 - Розрахункова схема для визначення швидкостей 
до прикладу виконання завдання 2.2 
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3 Визначимо швидкість VВ. Точка В (див. рис. 2.9) належить стриж-

ню АВ, який здійснює плоско-паралельний рух. Напрямок BV  знайдемо, 

ураховуючи, що точка В належить одночасно повзуну, який рухається уз-

довж напрямних поступально. Тепер, знаючи напрямки векторів AV  та BV , 

скористаємося теоремою про проекції швидкостей двох точок тіла (стриж-

ня АВ) на пряму, що з'єднує ці точки (пряма АВ). 

°=° 60cosV30cosV AB     (2.26) 

Звідки   .с/м46,0
867,0

5,08,0
30cos
60cosVV AB ===

o

o

                           

 4  Визначимо швидкість EV . Точка Е (див. рис. 2.9) належить стриж-

ню DE. Отже, за аналогією з попереднім, щоб визначити EV , треба споча-

тку знайти швидкість точки D, що належить одночасно стрижням  АВ і 
DЕ. Для цього, знаючи AV  й BV , будуємо миттєвий центр швидкостей 

(МЦШ) стрижня АВ. Це точка ОАВ, що лежить на перетинанні перпенди-

кулярів до AV  і BV , побудованих із точок  А і В. За напрямком  вектора AV  

визначимо напрямок кутової швидкості стрижня АВ (ωАВ) навколо МЦШ 

ОАВ.  Вектор DV  направлений перпендикулярно відрізку ОАВD  і спрямо-

ваний убік повороту ωАВ.  

Величину VD знайдемо із пропорції 

BО
V

DО
V

АВ

B

АВ

D = .    (2.27) 

          Щоб обчислити ОАВD і ОАВВ, будемо мати на увазі, що ΔАВОАВ —

прямокутний, тому що гострі кути в ньому рівні 30° і 60°, і що  

ОАВВ = АВ sin30° = 0,5·АВ = BD. 

Тоді ΔВDОАВ є рівностороннім і ВОАВ = DОРАВ.  
У результаті чого рівняння (2.27) дає 

с/м46,0VV BD ==     і     АВD DОV ⊥   (2.28) 

           5 Оскільки точка Е (див. рис. 2.9) належить одночасно стрижню 
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О1Е, що обертається навколо опори О1, то EOVE 2⊥ . Тоді, проводячи із 

точок Е і D перпендикуляри до швидкостей EV  і DV , побудуємо МЦШ 

ОDE стрижня DE. За напрямком вектора DV  визначаємо напрямок кутової 

швидкості (ωDE) стрижня DE навколо центра ОDE.  Вектор EV  також 

спрямований  убік  кутової  швидкості  ωDE.   З  рисунку  2.9   видно, що 

∠ОDEED = ∠ ОDEDЕ = 30°, звідки  ОDEЕ = ОDED.  
Пам’ятаючи, що швидкості точок пропорційні відстаням до МЦШ 

DО
V

EО
V

DE

D

DE

E = ,    (2.29) 

знайдемо       с/м46,0VV DE == .                         

      6 Визначимо ωDE. Для цього треба знайти відстань ОDED. Опустимо 

перпендикуляр з точки ОDE  на стрижень DЕ і знайдемо: 

м69,0
30cos

5,0DO 2
DE =

°
=

l
,    (2.16) 

тоді   1

DE

D
DE с67,0

69,0
46,0

DO
V −===ω .                                                     

      7 Для визначення прискорень побудуємо рисунок 2.10, на якому зо-
бражено вектори всіх  прискорень.  

8 Визначимо Ba . Точка В належить стрижню АВ, який здійснює 

плоско-паралельний рух, тому для визначення Ba  скористаємося рівнян-

ням 
n
BABA

n
AAB aaaaa +++= ττ .                                    (2.30) 

Щоб знайти Ba , треба знати прискорення якої-небудь іншої точки 

(полюса) стрижня АВ і траєкторію точки В.  

За даними завдання можемо визначити n
AAA aaa += τ ,  де чисельно 

,с/м8,24,07a 2
11A =⋅== lετ         (2.31) 

22
1

2
1

n
A с/м6,14,02a =⋅== lω .    (2.32) 

Вектор n
Aa  спрямований уздовж АO, a τ

Aa  – перпендикулярно АO; 

зображуємо ці вектори на схемі (див. рис. 2.10). 
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 Точка В, яка належить повзуну рухається паралельно напрямку пов-

зуна. Тому зобразимо вектор Ba  на схемі (див. рис. 2.10), вважаючи, що 

Ba  спрямований у ту ж сторону, що й швидкість BV . 

Зобразимо на схемі вектори n
BAa  (уздовж ВА від В к А) і τ

BAa  (пер-

пендикулярно ВА у будь-яку сторону). Чисельно 3
2
3 lω=n

BAa .  

Кутову швидкість ωАВ  знайдемо за допомогою побудованого МЦШ 

стрижня АВ (точка  ОАВ , див. рис. 2.9): 

1

3
660

866041
80

30
−=

⋅
=

°
== с,

,,
,

cos
V

AO
V A

AB

A
АВ

l
ω . 

Тоді     22
3

2
3 61041660 с/м,,,a n

BA =⋅== lω .       (2.33) 

         
   Таким чином, у величин, що входять до рівняння (2.30), невідомі 

тільки дві величини: Ba  й τ
BAa . Їх можна знайти, спроектувавши частини 

Рисунок 2.10 - Розрахункова схема для визначення прискорень 
до прикладу виконання завдання 2.2 

 

у 

х 

п
ВАа  

  1ε   

О1 

A 

B 

О 

E 

 60  

 30 

D 
 30 

τ
ВАа  

τ
Аа  

п
Аа  

Ва
 

 60  



 46 

рівняння (2.30) на дві будь-які осі. Наприклад, вісь х направимо вздовж 

стрижня АВ, а вісь у  – у перпендикулярному напрямку.      

Спроектуємо векторне рівняння (2.30) на вісь х і одержимо: 
n
BA

n
AAB acosacosacosa +°−°=° 306030 τ .      (2.34) 

  Підставивши в рівняння (2.34) числові значення всіх величин з 
(2.31)…(2.33), знайдемо: 

°
+°−°

=
30

3060
cos

acosacosaa
n
BA

n
AA

B

τ
 

2
B с/м72,0

867,0
61,0867,06,15,08,2a =+⋅−⋅= .    (2.35) 

Позитивний знак Ba  означає, що наше припущення щодо напрямку 

вектора Ba  (див. рис. 2.10) дійсно підтверджується. 

Тепер спроектуємо векторне рівняння (2.30) на вісь у і одержимо: 
ττ
BA

n
AAB a30sina60sina30sina +°+°=°− ,           (2.36) 

звідки знайдемо    .sinasinasinaa n
AABBA °−°−°−= 306030 ττ  

.с/м,,,,,,,aBA
2583506186608250720 −=⋅−⋅−⋅−=τ  

      Знак τ
BAa <0 указує, що напрямок дотичного прискорення τ

BAa  про-

тилежний показаному на рисунку 2.10. 

9  Визначимо ε3. Оскільки 33BAa lετ = , то 

2

3
3 562

41
583 −=== с,
,
,aBA

l

τ

ε .   (2.37) 

   
   Висновок : с/м,VB 460= ;   с/м,VV DE 460== ;  

1670 −= с,DEω ; 2720 с/м,aB = ; 2
3 562 −= с,ε . 
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2.3 Застосування теореми про зміну кінетичної енергії 
      до вивчення руху механічної системи 

 

Механічна система під впливом змінної сили ( )SfP =  починає ру-

хатись із стану спокою (при цьому пружини вважаються не розтягнутими). 
Початкові положення системи зображені на рисунку 2.11…2.13.  

Враховуючи тертя ковзання тіла 1 та опір тіла 3 при коченні 
(вар.1…6, 8, 9), ігноруючи маси ниток, які вважають нерозтяжними, визна-
чити швидкість тіла 1 у положенні, коли точка прикладання сили  Р  прой-

де шлях  S = 1м. 
У завданні прийняті такі позначення: 

– m1, m2 та m3 – маси тіл 1, 2 та 3, величини яких залежать від заданої 

маси (для усіх варіантів m = 10 кг); 
– r2, R2, r3  та R3 – радіуси великих та малих кіл, причому R2=2r2,   

R3=2r3; 

–  i2Z = 1,5 r2 – радіус інерції тіла 2 відносно горизонтальної осі; 

–  с – коефіцієнт жорсткості пружини; 

– ƒ та  fK – коефіцієнти тертя відповідно ковзання та кочення. 
Необхідні для рішення дані наведені в таблицях 2.5 і 2.6. 

 
 

 

Таблиця 2.5 – Вихідні дані до задачі 2.3 
 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величини 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

r2, м 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 

r3, м 0,50 0,60 0,80 0,70 0,60 0,40 0,50 0,30 0,20 0,10 

ƒ 0,12 0,15 0,22 0,28 0,35 0,40 0,35 0,32 0,25 0,24 

fK , см 0,25 0,22 0,24 0,26 0,28 0,32 0,18 0,12 0,14 0,16 
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Таблиця 2.6 – Вихідні дані до задачі 2.3 

Значення величин відповідно до другої цифри номера варіанта 
Величини 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

m1, кг 9m 10m 9m 8m 6m 8m 7m 9m 10m 8m 

m2, кг 6m 5m 4m 3m 4m 3m 5m 6m 4m 3m 

m3, кг 2m 3m 1m 3m 2m 1m 2m 3m 2m 1m 

с,  Н/м 12 14 18 20 16 14 12 18 22 20 

P=ƒ(S), H 30S2 21S2 40S2 18S2 10S2 24S2 16S2 30S2 24S2 12S2 
 

Попередження : блоки та катки, які мають тільки один радіус, вва-
жати однорідними суцільними циліндрами. Тіла, маси яких не задані, вва-
жаються невагомими. 

 
 
  

   

 
 

Рисунок 2.11-Схеми до варіантів завдання 2.3 
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Рисунок 2.12-Схеми до варіантів завдання 2.3 
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Рисунок 2.13-Схеми до варіантів завдання 2.3 
 

2.3.1  Приклад розв’язання задачі 2.3 
 

Механічна система (рис. 2.14) складається з вантажу 1, ступінчасто-

го шківа 2 і однорідного суцільного циліндра 3. Тіла системи зв’язані не-

розтяжними нитками. До центра С3 циліндра 3 прикріплена пружина з ко-

ефіцієнтом жорсткості с (її початкова деформація дорівнює нулю). Коефі-

цієнт тертя вантажу 1 об поверхню дорівнює ƒ. Коефіцієнт кочення цилін-

дра 3 дорівнює δ . 
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Рисунок 2.14 - Задана схема до прикладу виконання завдання 2.3 
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Система починає рухатись під впливом сили ( )SfP = . 

Дано :  m1 = 10m; m2 = 2m; m3 = m; m = 10 кг; r2 = 6 cм; 
R2 = 2r2 = 12 cм;  i2Z = 1,5r2 = 9 cм; R3  = 15 cм;  α = 300;  β = 600;  
ƒ = 0,1;  fK  = 0,2см;  с = 10 H/м;  S = 0,5м;  Р =30(2+3S), H. 

 

Визначити : швидкість вантажу 1 в кінцевому положенні. 
 

Розв’язання  

Зобразимо механічну систему в кінцевому положенні (рис. 2.15), ко-
ли тіло 1 пройде шлях S= S1. Позначимо всі зовнішні  сили,  які  діють на 

систему: активні сили ваги gm;gm;gm 321 ; нормальні реакції 1N  та 3N  

площини та реакцію 2N  нерухомої опори східчастого шківа 2; сили тертя 

ковзання 
1ТРF  та момент опору кочення ТРМ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
На підставі теореми про зміну кінетичної енергії можна записати  

∑
=

=−
n

1k

e
k0 ATT ,     (2.38)  

де Τ0 = 0 – кінетична енергія системи у початковому положенні; 
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Рисунок 2.15 - Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 2.3 
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     ∑
=

n

1k

e
kA  –  сума робіт зовнішніх сил. 

Кінетична енергія системи у кінцевому положенні дорівнює: 
    321 ТТТТ ++= .        (2.39) 

Кінетична енергія вантажу 1, який рухається поступально 

2
111 Vm

2
1T = .     (2.40) 

Кінетична енергія блока 2, що обертається навколо нерухомої осі, 
дорівнює  

                            2
2Z22 J

2
1T ω= ,            (2.41) 

де  Z2J  – момент інерції блока відносно осі обертання; 
2
Z22Z2 imJ =  –  момент інерції блока відносно осі обертання, 

2ω   – кутова швидкість блока 2, яка дорівнює 

2

1
2 r

V
=ω .     (2.42) 

Кінетична енергія блока 2, що обертається навколо нерухомої осі
  Таким чином  

2
12

2

2
Z2

22 V
r
im

2
1Т = .    (2.43) 

Кінетична енергія катка 3, який рухається плоско-паралельно:  

2
3Z

2
C33 C3

J
2
1Vm

2
1T ω+= ,    (2.44) 

де  3CV  – швидкість центра мас тіла; 

3ω   – кутова швидкість катка; 

CZJ   – момент інерції тіла відносно осі, яка перпендикулярна до 

площини руху і проходить через центр мас. 
Оскільки тіло 3 можна вважати суцільним однорідним диском, то 

його момент інерції відносно осі z , яка проходить через центр мас С, дорі-
внює:        

                         
2
RmJ

2
33

ZС = .            (2.45) 
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Для знаходження швидкостей ω3 і 3CV  скористуємося формулою 

(2.8)  і  спочатку знайдемо швидкість точки B: 

2

21
22B r

RVRV == ω .     (2.46) 

Оскільки  BC V
2
1V

3
= ,   то      1

2

21
C V

r2
RVV

3
== .  (2.47) 

Кутова швидкість катка    
32

21

3

B
3 Rr2

RV
R2

V
==ω  .          (2.48) 

Підставимо ( 2.45 ), ( 2.47 ) та ( 2.48 ) в ( 2.44 ): 

2
12

2

2
2

3
32

21
2
33

2

2

21
33 V

r
Rm

16
3

Rr2
RV

2
Rm

2
1

r2
RVm

2
1T =








+








= . (2.49) 

Визначимо кінетичну енергію усієї механічної системи, підставивши 
(2.40), (2.43) та (2.49) у формулу (2.39): 











++=++= 2

2

2
2

32
2

2
Z2

21

2
12

12
2

2
2

3
2

12
2

2
Z2

2
2

11
r
Rm3

r
im8m8

16
VV

r
Rm

16
3V

r
im

2
1Vm

2
1T . 

Після підстановки значень мас і радіусів одержимо: 

2
1

2

2

2
2

2

2
2

1 mV8
r

r2
m3

r

r5,1
m28m108

16
V

T =





























+














⋅+⋅= . (2.50) 

Знайдемо суму робіт усіх зовнішніх сил (див. рис. 2.15), які діють на 
тіла системи на заданому переміщенні:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +++++=∑
=

gmAPANAgmAPAA 2ТР11
n

1k

e
k 1

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ПРТРТР332 PAМАPANAgmANA
3

++++++ .   (2.51) 

Робота зовнішньої сили F: 

( ) ( )∫∫ +=+==
11 S

0

2
11

S

0
S45S60dSS3230РdSРA ,  (2.52) 

де S1 – переміщення вантажу 1. 
Робота сили ваги тіла 1 

( ) ( ) 11111 SsingmSgmAgmA ⋅=⋅= ατ .  (2.53) 

Оскільки нормальна реакція вантажу 1 ( 1N ) направлена перпенди-
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кулярно до напрямку руху вантажу 1 , то її робота дорівнює 0: 

( ) 0NA 1 = .     (2.54) 

Робота сили тертя ковзання  
1ТРР    

( ) ( ) 1ТРТР SPPA
11

⋅=
τ

, 

де ( )
τ1ТРP   – проекція сили тертя ковзання на напрямок руху.  

Оскільки сила тертя дорівнює     ( ) αcosgfmfNP 11ТР1
== , 

то    ( ) αcosgfmPA 1ТР1
−= .    (2.55) 

Робота сили ваги тіла 2 і реакції підшипника N2 дорівнюють 0 , оскі-
льки сили прикладені до точки , яка не рухається:  

( ) ( ) 0NAgmA 22 == .      (2.56) 
Робота сили ваги тіла 3 

( ) ( )
3C33 SgmAgmA ⋅= τ , 

де (m3g)τ  - проекція сили ваги на напрямок руху,  

(m3g)τ = – m3g sinβ, 
а  

3CS  – переміщення центру мас тіла 3, пропорційне відповідній швид-

кості: 
1

1

C

3
V
S

V
S

3

= ,  звідки, враховуючи (2.47),  

знайдемо      1
1

C
13 S

V
V

SS 3 == . 

Отже      ( ) 133 SsingmgmA ⋅−= β .   (2.57) 

Робота нормальної реакції катка 3 дорівнює 0, оскільки сила N3 на-
правлена перпендикулярно напрямку руху катка: 

( ) 0NA 3 = .     (2.58) 

Робота сили тертя ковзання 
3ТРР  також дорівнює нулю, оскільки вона 

прикладена до миттєвого центра швидкостей катка 3 (до точки О3),  який не 
рухається. 

Отже    ( ) 0РА 3ТР = .    (2.59) 

Робота сил опору кочення ТРМ  

( ) 3ТРТР ММА ϕ⋅−= ,     (2.60) 
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де  ϕ3 – кут повороту катка 3 навколо осі z, яка перпендикулярна до 
площини руху і проходить через миттєвий центр швидкостей катка О3.  

Момент сил опору кочення дорівнює βcosgmfNfМ 3K3KТР == . 

Кут ϕ3  пропорційний кутовій швидкості ω3, тому  
1

1

3

3
V
S

=
ω
ϕ

,        

звідки  враховуючи (2.48), знайдемо 
3

1

32

21

1

1
3

1

1
3 R

S
Rr2
RV

V
S

V
S

=⋅== ωϕ . 

  Отже           ( )
3

1
3KТР R

ScosgmfМА β−= .             (2.61) 

Робота сили пружності ПРP     ( )
2

cS
2

cSPA
2
1

2
3

ПР −=−= .         (2.62)

  

Підставляючи одержані значення робіт (2.52) … (2.62) до формули  
(2.51), отримаємо: 

−⋅−⋅++=∑
=

1111
2
11

n

1k

e
k ScosgfmSsingmS45S60A αα  

 
2

cS
R
ScosgmfSsingm

2
1

3

1
3K13 −−⋅− ββ .     (2.63) 

Після підстановки значень мас та функцій кутів одержуємо:  

−⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅+=∑
=

866,01,98101,05,081,910105,04560(5,0A
n

1k

e
k  

.Дж197)
2

5,010
015,0
5,01,98002,0866,01,98 =

⋅
−⋅−⋅−   (2.64) 

 

Підставимо (2.50 ) і  (2.64)  у формулу  (2.38) і знайдемо, що 

197mV8 2
1 = . 

 

Остаточно   с/м57,1V1 = . 
 

Висновок: Швидкість вантажу 1 в кінцевому положенні дорівнює 
с/м57,1V1 = . 
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2.4  Застосування загального рівняння динаміки  
   при дослідженні руху механічної системи  
   з одним ступенем вільності 

 
Для заданої механічної системи (рис. 2.16 і 2.17) визначити приско-

рення тіла 1. Блоки і катки, радіуси інерції яких у таблицях 2.5 і 2.6 відсут-
ні, вважати однорідними круглими циліндрами. 

Величини, необхідні для розв’язання задачі, вказані в таблицях 2.5 і 
2.6 (див. попереднє завдання). 

 
   

  

 

Рисунок 2.16 - Схеми до варіантів завдання 2.4 
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Рисунок 2.17 - Схеми до варіантів завдання 2.4 
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2.4.1 Приклад розв’язання задачі 2.4 
 

Механічна система (рис. 2.18) складається з вантажу 1, ступінчасто-

го шківа 2 і однорідного суцільного циліндра 3, які зв’язані нерозтяжними 
нитками. 

Коефіцієнт тертя дорівнює f , а коефіцієнт кочення  – кf . 

Дано :  m1 = 10m; m2 = 2m; m3 = m; m = 10 кг; r2 = 6 cм; 
R2 = 2r2 = 12 cм;  i2Z = 1,5r2 = 9 cм; R3  = 15 cм;  α = 300;  β = 600;  
f  = 0,1; кf  = 0,2см. 

Визначити : прискорення вантажу 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Розв’язання.   Розглянемо рух механічної системи. Тіло 1 здійснює 
поступальний рух, тіло 2 – обертальний, а тіло 3 – плоско-паралельний. 

Зобразимо на рисунку 2.19 активні сили ваги gm;gm;gm 321 ; нор-

мальні реакції 1N  та 3N  площини та реакцію 2N  нерухомої опори 

ступінчастого шківа 2; сили тертя ковзання тіл 1 і 3 – 
1ТРР  , 3ТРР  та мо-

мент опору кочення ТРМ .  

Система має один ступінь вільності. Наамо системі можливого пере-

міщення 1Sδ , вважаючи, що тіло 1 рухається вниз по нахиленій площині. 

Для даної системи можливі переміщеннями будуть такі: для тіла 1, 

3 
1 

300 

2 

S 

R2 
r2 

600 

R3 

Рисунок 2.18 - Задана схема до прикладу виконання завдання 2.4 
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яке рухається поступально, – переміщення тіла 1Sδ ; для тіла 2, яке оберта-

ється навколо нерухомої осі, – кутове переміщення 2δϕ ; для тіла 3, яке 

здійснює плоско-параллельний рух,  маємо переміщення центра ваги (точ-

ки С3) на 
3СSδ  та обертання тіла 3 навколо миттєвого центра обертання  

(точки О3) на 3δϕ . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Також означимо на рисунку 2.19 сили інерції та моменти сил інерції: 

тіло 1 рухається поступально, тому сили інерції приводяться до головного 

вектора 1Ф ; тіло 2 обертається, і його сили інерції зводяться до головного 

моменту сил інерції Ф
2L ; рух тіла 3 – плоский, отже сили інерції зводяться 

до головного вектора 3Ф , який прикладений до центра ваги (точки С3), і 

до головного моменту сил інерції Ф
3L . Вектори сил інерції направлені про-

ти векторів відповідних прискорень центрів ваги, а напрямки головних 
моментів – проти напрямків відповідних кутових прискорень. 

300 
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 Рисунок 2.19- Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 2.4 
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 Застосуємо для заданої системи загальне рівняння динаміки: 

.
k

Ф
kA A 0δ δ+ =∑ ∑  

Робота деяких сил системи дорівнює нулю з таких причин:  

• нормальні реакції 1N  та 3N  перпендикулярні до переміщень 

відповідних тіл;  

• реакція 2N  нерухомої опори ступінчастого шківа 2 та сила ва-

ги gm2  прикладені в нерухомих точках; 

• сили тертя ковзання тіла 3 – 3ТРР  прикладена до миттєвого 

центра обертання  (точки О3), який не рухається. 
Складемо загальне рівняння динаміки для заданої системи: 

                −⋅−⋅−⋅−⋅⋅ 22111111 δϕδδδα Ф
TP LSФSPSsingm    

.МLSФSsingm ТР
Ф

СС 03333333 =⋅−⋅−⋅−⋅⋅− δϕδϕδδβ     (2.65) 

Виразимо деякі величини в цьому рівнянні: 

.cosgmfNfM;Rm
2
1J;JL;amФ

;imJ;JL;amФ;cosgfmfNP

3к3кTP
2
33333

Ф
3C33

2
22222

Ф
211111ТР

3

1

βε

εα

⋅=⋅====

=====

 

Виразимо прискорення всіх тіл через прискорення тіла 1:  

.
Rr2
Ra

R
а

;
r2
Ra

2
R

2
aa;

r
а

32

21

3

C
3

2

2122B
C

2

1
2

3
3

====== ε
ε

ε  

Виразимо можливі переміщення всіх тіл через можливе переміщення 

1Sδ , маючи на увазі, що залежності між швидкостями, прискореннями та 

переміщеннями тіл однакові: 

.
Rr2
RS

R
S

;
r2
RS

2
R

2
SS;

r
S

32

21

3

C
3

2

2122B
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δδϕδ
δ

δ
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Підставимо всі найдені величини до формули (2.65): 

          −⋅−⋅−⋅⋅ 1111111 SamScosgfmSsingm δδαδα    

         −⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−
2

21

2

21
3

2

21
3

2

1

2

12
22 222 r

RS
r
Ram

r
RSsingm

r
S

r
aim δδ

β
δ

 

.
Rr
RScosgmf

Rr
RS

Rr
RaRm к 0

2222
1

32

21
3

32

21

32

212
33 =⋅⋅−⋅⋅−

δ
β

δ
      (2.66) 

 Скоротимо рівняння (2.66) на 1Sδ  (оскільки 0S1 ≠δ ) і на R3 та знай-

демо прискорення а1  , враховуючі, що 22 r2R = : 
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Підставимо значення мас тіл: 
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
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
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Підставимо вхідні дані: 

.с/м999,1

5,1
6

92
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15
15,02,0867,0866,0101,05,01081,9

a 2

2

21 =

+
⋅

+







 ⋅⋅−−⋅⋅−⋅

=

 

Висновок: Прискорення тіла 1 дорівнює .с/м2a 2
1 ≈  
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3  КОНТРОЛЬНА РОБОТА  «ОПІР  МАТЕРІАЛІВ» 
 

Методичні вказівки до виконання контрольної роботи 
 

Опір матеріалів - це наука про інженерні методи розрахунку на міц-
ність, жорсткість і стійкість елементів машин і споруд. 

При розв’язанні задач, зв'язаних, в основному, зі згинанням, виникає 
необхідність оперувати деякими геометричними характеристиками попе-
речних перерізів. Через своє вузьке прикладне значення в курсі геометрії 
вони не вивчаються. 

До геометричних характеристик відносяться площі поперечних пе-
рерізів, моменти інерції, моменти опору, радіуси інерції. 

Щоб визначити моменти інерції відносно головних  осей необхідно 
виконати таку послідовність операцій: 

1 Для заданого перерізу вибрати систему осей, відносно яких визна-
чити координати центрів ваги фігур, які до нього входять. Визначити по-
ложення центра ваги складного перерізу  за формулами: 

;

1

1

∑

∑

=

== n

i
i

n

i
ici

c
F

Fx
x ;

1

1

∑

∑

=

== n

i
i

n

i
ici

c
F

Fy
y      (3.1) 

де cc yx ,  – координати центра ваги складного перерізу; 

cici yx ,  – координати центрів ваги i-ї фігури у початковій системі  осей;  

Fi - площа поперечного перерізу i-ї фігури; n – кількість фігур. 

2 За знайденими координатами cc yx ,  нанести положення центра 

ваги складної фігури. 
3 Через центр ваги складної фігури провести центральні осі всього 

перерізу, направляючи їх паралельно центральним осям фігур. 
4 Визначити осьові моменти інерції всієї фігури щодо центральних 

осей фігури за формулами: 

( ) ( ),;
1

2

1

2 ∑∑
==

+=+=
n

i
iiciycy

n

i
iicixcx FbJJFaJJ  (3.2) 

де cycx JJ , – осьові моменти інерції фігур, щодо власних централь-

них осей;  
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 ai – відстань між центральною віссю хс складного перерізу і власною 

центральною віссю хсi  i-ї фігури, ccii yya −= ;  

bi – відстань між центральною віссю yc складного перерізу і власною 

центральною віссю yсi  i-ї фігури, ccii xxb −= . 

Для стандартних профілів типу швелера, двотавра, кутика осьові мо-
менти інерції слід брати з таблиць сортаменту, для смуги – визначати за 
формулами: 

,
12

;
12

33 hbJbhJ yx ==      (3.3) 

де  b – сторона прямокутника, яка паралельна осі х; h – його висота. 

Оскільки фігура має вісь симетрії ус, то відцентровий момент інерції 

0=cycxJ . Отже центральні осі хс  та  ус  будуть і головними. 

Моменти інерції відносно головних центральних осей перерізу як 

правило означають ., cyVcxU JJJJ ==  

При деформації розтягання та стискання необхідні розміри попере-
чних перерізів стрижнів можна знайти з умови міцності.  

Для стрижневих систем, які  працюють на розтягання і стискання, 
умова міцності має вигляд:   

[ ]σσ ≤=
F
N

,             (3.4) 

де N – подовжня (осьова) сила в стрижні; 

    F - площа поперечного перерізу стрижня; 

   [ ]σ  - допустиме напруження. 

Для виконання проектувальних розрахунків необхідно визначити 
площу поперечних перерізів стрижнів: 

   [ ]σ
NF ≥ .      (3.5) 

У цій нерівності невідоме зусилля N. 
Системи, які розглядаються, статично визначувані, і зусилля в них 

можуть бути знайдені тільки з рівнянь рівноваги статики.  
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Задачу слід розв’язувати за таким планом: 
1 Скласти рівняння рівноваги, використовуючи тільки ті з них, до 

яких не входять реакції опор, котрі знаходити немає потреби, і розрахувати 
зусилля в стрижнях 1, 2, 3. 

2 Знайти площі поперечних перерізів стрижнів за формулою (3.5): 

а) поперечний переріз стрижня 1 – коло. Для круглого поперечного 
перерізу 

4
dF

2

1
π

= ,  звідки       [ ]σπ
=

π
≥

NFd 44 1 , (3.6) 

після чого прийняти діаметр з рекомендованих розмірів згідно з Держав-
ним стандартом; 

б) поперечний переріз стрижня 2 – два рівнобічних кутика.  

За площею кутика [ ]σ
==

22
22 NFF L .  

За таблицею В1 (додаток В) знаходимо номер кутика, площа якого 

повинна бути не меншою за LF ; 

в) поперечний переріз стрижня 3 – двотавр.  За площею 
][
3

3 σ
=

N
F . 

За таблицею А1 (додаток А) сортаменту знаходимо відповідний но-
мер двотавра. Якщо знайдені площі рівнобічного кутика і двотавра менші 
від площі найменшого профілю, то необхідно прийняти найменший про-
філь. 

3 Визначити подовження (укорочення) стрижнів за законом Гука. Як-
що стрижень розтягується, то l∆  вважається додатною, а якщо стискаєть-

ся – від’ємною:                              
i

ii
i EF

N l
l =∆ ,  (3.7) 

де Ni – зусилля в і-му стрижні; 

     іl  – довжина і-го стрижня; 

    E  – модуль пружності матеріалу; 

    Fi  – площа поперечного перерізу підібраного профілю. 
 

Зовнішні навантаження, що діють на балку при згинанні, зводяться 
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до зосереджених сил Р (кН або МН), пар сил М (кН·м або МН·м) і рівномі-
рно чи нерівномірно розподілених за довжиною балки навантажень з інте-
нсивністю q (кН/м  або МН/м). 

Балка – це стрижень, який працює на згинання. 
При впливі зовнішніх навантажень у будь-якому перерізі балки мо-

жуть виникнути два внутрішніх зусилля: поперечна сила Q  і згинальний 

момент M . 
Поперечна сила Q  дорівнює сумі проекцій на перпендикуляр до осі 

усіх зовнішніх сил, які розташовані з одного боку від перерізу. 
Згинальний момент M  дорівнює сумі моментів усіх зовнішніх сил з 

одного боку від перерізу, який розглядаємо, щодо центра ваги цього перерізу. 
Встановимо такі правила знаків для Q  і M  в балках: 

Поперечна сила Q  у перерізі вважається додатною, якщо зовнішня 

сила діє відносно перерізу за напрямком руху годинникової стрілки 
(рис. 3.1).

 
Згинальний момент M  у перерізі вважається додатним, якщо він ви-

кликає стиск  верхніх волокон балки (рис. 3.2). 
З огляду на правила знаків для M  варто підкреслити, що епюру зги-

нальних моментів будують на стиснутих волокнах. 
Правила побудови епюр поперечних сил та згинальних моментів 
1 На ділянках, де немає розподіленого навантаження, епюри Q  окре-

 q 
Q > 0 Q < 0 

Рисунок 3.1 

 q  q 

 q 

M > 0 
Рисунок 3.2 

 M < 0 
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слюються прямими, паралельними базі, а епюри М в загальному випадку – 
похилими прямими. 

2 На ділянках, де до балок прикладене рівномірно розподілене нава-

нтаження q, епюра Q  обмежується похилою прямою, а епюра М – квадра-

тичною параболою. Оскільки епюру М будуємо на стиснутих волокнах, то 
випуклість параболи звернена в бік, протилежний напрямку дії розподіле-
ного навантаження q. 

3 У перерізі, де Q = 0, дотична до епюри М паралельна базі епюри, 

тобто епюра М досягає екстремального значення. 
Якщо, “рухаючись” зліва направо, Q  переходить через нуль, зміню-

ючи знак з 〈〈+〉〉  на 〈〈−〉〉 , то maxMM = , а при зміні знака з 〈〈−〉〉  на 

〈〈+〉〉  – minMM = . 

Координату z перерізу, де 0Q = , зручно обчислювати за формулами:  

q
Qz л

л =   або  
q

Q
z пр
пр =  , 

де Qл та Qпр – значення поперечної сили відповідно з лівого або з 
правого краю ділянки. 

4 На ділянках, де Q > 0, момент зростає, де Q < 0, момент зменшу-
ється. 

5 У перерізі, де до балки прикладені зосереджені сили: 
а) на епюрі Q будуть “стрибки” на значення прикладених сил з ура-

хуванням їх знаків (якщо будувати епюру, “рухаючись” зліва направо, то 
напрямок “стрибка” буде співпадати з напрямком вектора сили); 

б) на епюрі М будуть злами, причому вістря зламу спрямоване проти 
дії сили. 

6 У перерізі, де до балки прикладені зосереджені моменти, на епюрі 
М будуть “стрибки” на значення цих моментів ( на епюрі Q змін не буде). 
Напрямок стрибка залежить від напрямку зовнішнього моменту. Лінії епю-
ри до стрибка і за ним – паралельні. Зазначимо, що це не стосується випад-
ку, коли в одній точці прикладені сила і момент – сила спричиняє злам і 
порушує паралельність. 

7 Якщо на кінці консолі або в кінцевій опорі до балки прикладений 
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зосереджений момент, то в цьому перерізі згинальний момент дорівнює 
зовнішньому моменту. Якщо ж у кінцевій шарнірній опорі або на кінці 
консолі балка не навантажена зовнішнім моментом, то в них М = 0, що має 
місце найчастіше. 

8 Епюра Q є діаграмою, похідною від епюри моментів. Отже, ордина-
ти епюри Q пропорційні тангенсу кута нахилу дотичної до епюри М. 

Епюра будується на базовій лінії (або на базі), яка співпадає з віссю 
стрижня і на якій значення всіх внутрішніх зусиль дорівнюють нулю. До-
датні ординати будемо відкладати уверх від базової лінії, а від′ємні – униз. 

Найзручніше будувати епюри Q  і M  за характерними перерізами.  

Характерними перерізами вважаються перерізи, у яких прикладе-
ні зосереджені сили чи зосереджені моменти, починається чи закінчу-
ється розподілене навантаження, перерізи, у яких Q  дорівнює нулю, а 

також у місцях зміни напрямку осі стрижня чи величини його попереч-
ного перерізу. 

Характерні перерізи  проводять на нескінченно малій відстані від 
сил, моментів, тощо, і позначаються, як правило, цифрами. 

Можна рекомендувати такий порядок побудови епюр: 
Знайти опорні реакції (для консолі реакції можна не знаходити і бу-

дувати епюру від “вільного” кінця балки). 
Визначити характерні перерізи. 
Обчислити значення Q  у характерних перерізах, потім, “рухаючись” 

уздовж балки (бажано зліва направо), побудувати епюру Q , використову-

ючи вищеописані правила. 
Обчислити значення M  у характерних перерізах. Побудувати епюру 

M  за цими значеннями. 
Перевірка вірності побудови епюри Q  і M  зводиться до побудови 

епюри при “русі” у напрямку, протилежному первісному (наприклад, спра-
ва наліво). Крім цього варто звернути увагу на напрямок стрибків і нахилів 
прямих на епюрі згинальних моментів M . 

 

Розв’язання задачі здійснюється у такій послідовності: 
1 Визначаємо опорні реакції балки. 
2 Будуємо епюри поперечних сил Q та згинальних моментів М. 
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3 З аналізу епюри згинальних моментів визначаємо максимальний 
згинальний момент Мmax. 

4 З умови міцності за нормальними напруженнями  

[ ]max
max

x

M
W

σ σ= ≤ ,     (3.8) 

визначаємо потрібний осьовий момент опору перерізу Wx. 
5 З сортаменту вибираємо номер двотавра, який має найближчий до 

визначеного осьовий момент опору, і виписуємо його основні характерис-
тики. 

6 Перевіряємо міцність за нормальними напруженнями відповідно до 
умови (3.8). 

7 З аналізу епюри поперечних сил визначаємо максимальну попере-
чну силу Qmax. 

8 Перевіряємо міцність за дотичними напруженнями відповідно до 

умови:    [ ]ττ ≤
⋅

⋅
=

x

x
Jd

SQmax
max ,   (3.9) 

де xS  – статичний момент половини площини перерізу вибраного 

профілю відносно осі х; 
     d – ширина перерізу на осі х  (рис. 3.3); 

    Jх – момент інерції перерізу відносно осі х. 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.3 – Епюри нормальних )(σ  та дотичних )(τ  напружень 

у поперечних перерізах балки 
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9 Перевіряється міцність за еквівалентними напруженнями відносно 
до умови: 

[ ]max
еквσ σ≤ ,     (3.10) 

де max
еквσ  – найбільше зі значень еквівалентних напружень у точках 

К (див. рис. 3.3) небезпечних перерізах балки, тобто у таких перерізах: 

М = Мmax i Q ≠ 0, або  Q = Qmax i M ≠ 0,  або де  M  i  Q хоча і не мак-
симальні, але одночасно достатньо великі. 

Підрахунки еквівалентних напружень в точках К зазначених перері-
зів виконуються із застосуванням формул: 

22 3 кк
екв
к τσσ +=     (3.11) 

K
x

К y
J
M

⋅=σ       (3.12) 

x

відр
x

K Jd
SQ
⋅

⋅
=τ      (3.13) 

де М i Q – відповідно згинальний момент і поперечна сила в кожно-
му із зазначених перерізів; 

уК  – відстань точки К до осі х (див. рис. 3.3): 

 thyK −=
2

     (3.14) 

відр
xS  – статичний момент відрізаної частини перерізу, яка розташо-

вана вище точки К відносно осі х: 

)th(tb,S відрx −⋅⋅= 50 .    (3.15) 

Підрахунок екв
кσ  у найбільш навантаженому (небезпечному) пере-

різі супроводжується рисунком, на якому проставляються конкретні зна-
чення розмірів перерізу та підраховані величини кσ  і кτ . 
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Розв’язання задачі на сумісну дію згинання та кручення здійснюємо 
в такій послідовності: 

1 Визначаємо крутний момент та сили, що діють на зубчаті колеса 
вала: 

 

n
W30M кр ⋅

⋅=
π

,           (3.16) 

i

кр
i d

M2
P

⋅
= ,           (3.17) 

,P324,0T ii =            (3.18) 

ii P4,0S = .            (3.19) 

2 Усі зазначені сили прикладаємо безпосередньо до вала з додаван-
ням відповідних моментів, які виникають, коли лінія дії сили не перетинає 
осі вала. 

3 Визначаємо опорні реакції вала у вертикальній площині та будуємо 
епюру згинальних моментів Mx. 

4 Визначаємо опорні реакції вала у горизонтальній площині та буду-
ємо епюру згинальних моментів My. 

5 Будуємо епюру крутних моментів – Мкр. 
6 Визначаємо величини зведених моментів у характерних перерізах 

вала: 
2
кр

2
y

2
xnр MMMM ++=  ,     (3.20) 

і будуємо їх епюру та визначаємо найбільше їх значення – max
прМ . 

7 Визначаємо необхідний діаметр вала: 

3 32
n

M
d

max
np

⋅

⋅
=

π
.       (3.21) 

Остаточне значення діаметра вала d беремо з нормального ряду (на-
приклад з ГОСТ 6636-69). 
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3.1  Геометричні характеристики перерізів 
 

Для складного перерізу визначити положення центра ваги та величи-
ни головних центральних моментів інерції.  

При розв’язанні задачі прийняти, що силова площина вертикальна. 
 Вихідні дані вибрати із таблиць 3.1 та 3.2, схему – з рисунка 3.4. 

 
 
Таблиця 3.1 – Вихідні дані до задачі 3.1 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Двотавр 10 12 14 16 18 20 18 14 22 24 

Швелер  16 18 20 18 20 22 18 22 18 20 

 

Таблиця 3.2 – Вихідні дані до задачі 3.1 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Смуга 
мм*мм 15

0 
х 

12
 

17
0 
х 

14
 

18
0 
х 

16
 

20
0 
х 

18
 

22
0 
х 

20
 

24
0 
х 

24
 

26
0 
х 

20
 

23
0 
х 

20
 

24
0 
х 

40
 

18
0 
х 

24
 

Кутик 
нерав-
нобокий 40

 х
 2

5 
х 

4 

50
 х

 3
2 
х 

4 

63
 х

 4
0 
х 

6 

75
 х

 5
0 
х 

8 

10
0 
х 

63
 х

 8
 

12
5 
х 

80
 х

 1
0 

16
0 
х 

10
0 
х 

12
 

18
0 
х 

11
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10
 

20
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12
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 х
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Рисунок 3.4 - Схеми до варіантів завдання 3.4 
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3.1.2 Приклад розв’язання задачі 3.1 
 
Для складного перерізу, схему якого показано на рисунку 3.5 і який 

складається із смуги 27 х1,2 см х см, двотавра 24  та швелера 22,  визначи-
ти положення центра ваги та величини головних центральних моментів 
інерції.  

 
 
 
 
 
 
 
 
Розв’язання.  Випишемо геометричні характеристики заданих про-

філів. 
Фігура 1 – смуга 27 х1,2 см х см 
Для смуги геометричні характеристики обчислимо як для прямокут-

ника:   ,см,,baF 24322127 =⋅=⋅=  

.см,,baJ;смсм,,abJ yx
4

33

1
44

33

1 31968
2
2721

2
48883

2
2127

2
=

⋅
==≈=

⋅
==

 Геометричні характеристики прокатних профілів виберемо з сорта-
ментів, які наводяться в підручниках і збірниках з опору матеріалів (див., 
наприклад, [9], або додатки до даних методичних вказівок).  

Фігура 2 - двотавр 24  (за ГОСТом 8239-89):  h  =  24 см;  b  =  
11,5 см; d = 0,56 см; t = 0,95 см; F=34,8см2; Jх = 3460 см 4;  
Jу = 198 см 4. 

Фігура 3 - швелер 22 (за ДСТУ 3436-96): (треба звернути увагу на те, 
що в заданому перерізі швелер розташовано горизонтально, а не вертика-
льно, як в сортаменті, тому його моменти інерції Jх і Jу  треба поміняти мі-

сцями):   h = 22 см; b = 8,2 см;  d = 0,54см;  t = 0,95 см;  
F = 26,7 см 2; Iх = 151 см 4; Iу = 2110 см 4;  z0=2,21 см 2. 

Викреслимо переріз в масштабі (див. рис. 3.6). 

Рисунок 3.5 – Схема заданого перерізу 
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Виберемо систему осей координат.  
За початкові осі координат можна прийняти будь-яку систему, на-

приклад, систему осей координат, яка зв’язана з центрами ваги двотавра 
або швелера.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Приймемо за початковий центр координат центр ваги швелера (точка 
С3), а за початкові осі координат осі х3 і у3 , оскільки відносно цих осей 
координати центрів ваги всіх фігур будуть додатними. 

Оскільки заданий переріз симетричний щодо осі у3, то центр ваги 
складного перерізу будемо шукати тільки за висотою перерізу, тобто ви-

Рисунок 3.6 - Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 4.1 
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значати тільки координату ус. 
Визначимо координати центрів ваги всіх фігур у вибраній початковій 

системі осей  координат: 
 
 

 
 
Визначимо координату центра ваги  ус  за формулою: 

.см52,14
7,268,344,32

7,2608,3421,144,3281,26

FFF
FyFyFy

F

Fy
y

321

3c2c1c
n

1i
i

n

1i
ic

c
321

i

=
++

⋅+⋅+⋅
=

=
++

++
==

∑

∑

=

=

 

Проведемо головну центральну вісь хс. на відстані  уC = 14,52 см 
від осі х3  (див. рис. 3.6).  

Визначимо відстань між центральною віссю хс складного перерізу і 
власними центральними осями хсi  фігур: 

;см,,,yya cc 29125214812611 =−=−=  

;см,,,yya cc 3105214211422 −=−=−=  

.см,,yyа cc 52145214033 −=−=−=  

Тепер визначимо моменти інерції cycx JJ , : 

( )
.см,,,
,,,,FaJJ

n

i
iicixcx

42

22

1

2

23141417265214151
834310346043229124

=⋅++

+⋅++⋅+=+= ∑
−

 

Оскільки  центри  ваги  всіх  трьох  фігур  знаходяться  на  осі  ус,  то від-

стань між осями усі тобто b1 = b2 = b3 = 0,  тому  

( ) .см,,FbJJ
n

i
iiciyyc

4

1

2 34276211019831968 =++=+= ∑
−

 

Оскільки фігура має вісь симетрії ус, то відцентровий момент інерції 
0=cycxJ . Отже, центральні осі хс  та  ус  будуть і головними. 

Висновок: Моменти інерції відносно головних центральних осей: 
         JU = Jхc = 14141,23 см 4, JV = Jуc = 4276,3 см 4. 

.y;см,,,
h

zy C
ВД

с 021142450212
2 302 ==⋅+=+=

;см,,,,bhzy СМ
ДВс 8126215024212

201 =⋅++=++=
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3.2 Статично визначувана стрижнева система 

 

Із розрахунку на міцність підібрати розміри поперечних перерізів 
стрижнів:  

стрижень 1 – круглого поперечного перерізу;  
стрижень 2 складається з двох рівнобічних кутиків;  
стрижень 3 – двотаврового поперечного перерізу.   
Знайти   абсолютне   подовження  (укорочення)  стрижнів,  якщо  
[σ] = 160 МПа, Е = 2·10 5 МПа. 
Вихідні дані вибрати із таблиць 3.3 та 3.4 і рисунків 1.11 та 1.12. 
 
 
 

Таблиця 3.3 – Вихідні дані до задачі 3.2 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

а, м 0,8 0,6 1,0 1,2 1,4 1,5 2,0 2,5 1,8 1,6 

b, м 1,1 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 1,3 0,8 2,2 2,4 

с, м 1,2 1,4 0,8 0,6 2,0 2,2 1,1 1,8 1,7 1,6 
 

 

 

Таблиця 3.4 – Вихідні дані до задачі 3.2  

Значення величин відповідно до другої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

М, кН·м 100 120 200 80 300 100 220 160 140 250 

Р, кН 400 300 450 200 350 240 250 280 340 320 

q, кН/м 200 150 250 300 350 400 280 350 380 320 
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3.2.1 Приклад розв’язання задачі 3.2 

Для стрижневої системи, показаної на рисунку 3.7, із розрахунку на 
міцність підібрати розміри поперечних перерізів стрижнів.  

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

При цьому треба мати на увазі, що стрижень 1 складається з кругло-
го поперечного перерізу, стрижень 2 складається з двох рівнобічних кути-
ків, стрижень 3 – з двотаврового поперечного перерізу. Знайти абсолютне 
подовження (укорочення) стрижнів, якщо [σ] = 160 МПа; 
Е = 2⋅105 МПа. 

 

Розв’язання.  У заданій стрижневій системі (див. рис. 3.7) невідо-
мими є зусилля в трьох стрижнях, які не перетинаються в одній точці й не 
паралельні між собою. Відкинемо в’язі, а їх вплив замінимо зусиллями N1, 
N2  та  N3  (рис. 3.8).  

Для довільної плоскої системи сил, яку ми розглядаємо, можна скла-
сти три незалежних рівняння статики, тобто вона є статично визначуваною 
стрижневою системою. Для визначення зусиль у стрижнях складаємо рів-
няння рівноваги. Необхідно намагатися складати тільки такі рівняння, до 
яких входило б тільки по одному невідомому зусиллю. 
 Перш за все визначимо довжину стрижня 2 і функції кута α . 

Рисунок 3.7 – Розрахункова схема до прикладу виконання завдання 1.2 
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Косинус та синус кута α знаходимо з трикутника АКС. 

;м,КСАКАС 48424 2222
3 =+=+==l  

;893,0
48,4
4cos ===α

AC
AK   .446,0

48,4
2sin ===α

AC
KC  

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  
  

Візьмемо суму моментів відносно точки А (див. рис. 3.8), тому що в 
ній перетинаються два невідомі зусилля – N2  і  N3 : 

( ) ,024355;0 1 =−⋅⋅+−⋅−⋅=∑ MqPNM A  

звідки кН.160
5

300242002250
5

242
1 −=+⋅⋅−⋅=+⋅⋅−⋅= MqPN  

Тепер беремо суму моментів відносно точки В (у ній перетинаються 
невідомі зусилля  N1  та  N3): 

∑ =⋅+⋅+−⋅⋅+⋅= ;sinNcosNMqP;M B 0432430 22 αα  

звідки 

Рисунок 3.8 – Заміна в’язів реакціями 
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.кН,
,,sincos

MqPN 2459
4446038930
300242003250

43
243

2 −=
⋅+⋅
+⋅⋅−⋅−

=
⋅+⋅

+⋅⋅−⋅−
=

αα
 

 
Зусилля N3 знаходимо із суми проекцій на вертикальну вісь  

∑ =−α⋅−⋅−= ;0sin4;0 32 NNqPY  

( ) кН.2,595446,02,4594200sin4 23 −=⋅−−⋅−=α⋅−⋅−= NqN  

Усі зусилля одержали зі знаком мінус – значить напрямок усіх зу-
силь зворотний заданому, тобто усі стрижні стиснуті. 

Тепер виконаємо перевірку, чи вірно ми знайшли зусилля. Для пере-
вірки необхідно брати тільки ті рівняння, які ми не використовували при 
знаходженні зусиль, наприклад, суму проекцій на горизонтальну вісь, або 
суму моментів відносно точки С: 

∑ =α⋅+−= ;0cos;0 21 NNPPz  

250-(-160)-460⋅0,893=0;   410-410=0. 

∑ =⋅−−⋅⋅−⋅= ;04243;0 31 NMqNM c  

-160⋅3-200⋅4⋅2-300-(-595,2)=0; -2380+2380,7=0. 

Похибка складає  %03,0%100
2380

23807,2380
=⋅

− ,  що є допустимим. 

Тепер за допомогою формули (3.5) підберемо розміри поперечних перері-
зів стрижнів. 

 

Стрижень 1 за умовою задачі повинен бути круглого поперечного 
перерізу:  

[ ] .2см10410
160

10160
1

3
1 =⋅

−⋅
=

σ
≥

N
F  

Його діаметр:  .см57,31044 1 =
π
⋅

=
π
⋅

=
F

d  
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З  рекомендованого  ряду  чисел  (див. додаток А) за ГОСТом 6636-

69   приймаємо  діаметр стрижня d = 36 мм, площа якого 

2
22

1 см2,10
4

6,314,3
4
dF =

⋅
==

π
. 

Стрижень 2 за умовою задачі складається з двох рівнобічних кутиків: 

[ ]
24

3

2 68,2810
160

102,459 см
N

F =⋅
⋅

=≥
−

σ
. 

Звідси площа одного кутика: 22 34,14
2
68,28

2
смFFкут === . 

З таблиці сортаменту (див. додаток В) за ДСТУ 2251-93 приймаємо 

кутик 90х90х9, площа якого  F = 15,6 см2. 
Стрижень 3 за умовою задачі – двотаврового поперечного перерізу:  

[ ] .2см2,37410
160

102,595
3

3
3 =⋅

−⋅
=

σ
≥

N
F  

З таблиці сортаменту (див. додаток А) за ГОСТом 8239-89 приймає-
мо двотавр 24а, площа якого  F =37,5см2. 

Підібравши площі поперечних перерізів, знаходимо їх абсолютні по-
довження за формулою (4.4): 

;мм,м,
,

,
FE

N 96110619
10210102

5210160 4
45

3

1

11
1 −=⋅−=

⋅⋅⋅

⋅⋅−
=

⋅
= −

−

−l
l∆  

;68,31079,36
106,152102
5102,459 4

45

3

2

22
2 ммм

FE
N

−=⋅−=
⋅⋅⋅⋅
⋅⋅−

=
⋅

=∆ −
−

−l
l  

мм,м,
,

,,
FE

N 56310635
10537102

484102595 4
45

3

3

33
3 −=⋅−=

⋅⋅⋅

⋅⋅−
=

⋅
= −

−

−l
l∆ . 

Висновок: всі три стрижні укорочуються.  
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3.3  Побудова епюр внутрішніх зусиль для балок 
Для заданих балок побудувати епюри поперечних сил Q і згинальних 

моментів M. Визначити максимальне нормальне напруження σМАХ, узявши 
схему перерізу із завдання 3.1. 

Вихідні дані вибрати з таблиць 1.1 та 1.2 і рисунка 1.4. 
 

3.3.1 Приклад розв’язання задачі 3.3а (схема без екстремуму) 

Для двоопорної балки, яка зображена на рисунку 3.9, побудувати 
епюри поперечних сил і згинальних моментів. Визначити максимальне но-

рмальне напруження σМАХ, узявши схему перерізу із завдання 3.1. 

Розв’язання.  Перш за все, знайдемо опорні реакції НА, RА та RВ. 
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а - задана схема; б - епюра поперечних сил; 
в - епюра згинальних моментів 

Рисунок 3.9 – Двоопорна балка до задачі 3.3а 
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Для визначення реакцій складемо рівняння рівноваги: 

∑ == .0;0 Akz НР  

( ) ( ) ( ) ;0baR
2

cbacbqaPM;0PM BkA =++





 +

++−⋅−−=Σ  

звідки  ;кН14
2

231)23(21912
31

1
=














 +

+++⋅+
+

=BR  

( ) ( )∑ =−+⋅++−−= ;0
22

:0
22 cqbqbPbaRМРМ AkB  
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2
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2

323912
31

1 22
=










−+⋅+−

+
=AR  

Виконаємо перевірку: 

( ) ( ) .019191423295 =−=++⋅−−=++⋅−−=∑ BAky RcbqPRР  

Реакції знайдено вірно. 
Визначимо значення Q  в характерних перерізі балки: 

.0224
;кН41410;кН10324

кН;495;кН5;5

56

4534

23121

=⋅−=⋅−=
=+−=+=−=⋅−−=⋅−=

−=−=−=====

cqQQ
RQQbqQQ

PQQQQкНRQ
B

A

 

За цими даними побудуємо епюру поперечних сил (див. рис. 3.9, б), 
з’єднуючи знайдені ординати прямими лініями. 

Зробимо перевірку побудови епюри Q, для чого будемо “рухатись” з 
правого боку  на лівий. 

На ділянці 6...5 розподілене навантаження викликає зростання епюри 

Q  від значення 06 =Q  до значення кН425 =⋅= qQ . 

Відносно перерізу 3 реакція RВ =14 кН повертає балку проти ходу 
годинникової стрілки, тому епюра має “стрибок” униз на величину 14 кН. 

Далі під впливом розподіленого навантаження, яке намагається по-
вернути балку за ходом годинникової стрілки, поперечна сила зростає до 
величини   кН4145253 −=−⋅=−⋅= BRqQ . 

При переході від перерізу 3 до перерізу 2 має місце ″стрибок″ уверх 
на величину сили Р = 9 кН. Тому кН59432 =+−=+= PQQ . 
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На ділянці 2...1 змін не буде, тому кН512 == QQ . 

Таким чином, епюра Q побудована вірно. 

Визначимо значення M в характерних перерізі балки: 
;мкН121 ⋅== МM  

;мкН1715122 ⋅=⋅+=⋅+= aRМM A  

;мкН1723 ⋅== MM

( ) ( ) м;кН45,1323931512
24 ⋅−=⋅⋅−⋅−+⋅+=⋅⋅−⋅−+⋅+=
bbqbPbaRМM A

;мкН445 ⋅−== MM  

Останню частину епюри М побудуємо з правого кінця: 

м.кН4122
2

;0
2

56 ⋅−=⋅⋅−=−==
cqMM  

Оскільки значення моменту в перерізі 5 ліворуч і праворуч співпа-
дають, то можна вважати, що епюра М побудована вірно. За визначеними 
даними побудуємо епюру згинальних моментів (див. рис. 3.9, в). 

Максимальне нормальне напруження maxσ  можна знайти за форму-

лою     
сх

maxmax
max I

yM
=σ , 

де maxy  – найбільш віддалена точка перерізу. 

Згідно з умовами задачі знайдемо відстань від осі  xc  до найбільш 
віддаленої точки перерізу (див. завдання 3.1). Найбільш віддаленою точ-
кою перерізу (див. рис. 3.6) є найнижча точка перерізу, яка належить шве-
леру. Відстань до неї від осі xc  дорівнює  

смb
h

ay ШВ
ДВ 51,203,8245,031,0
22max =+⋅+=++= . 

Таким   чином,   враховуючи   найбільший   згинальний  момент  
Mmax = 17 кH, визначимо максимальне нормальне напруження в перерізі: 

МПа4,24
1023,14141

1031,201017
I

yM
8

23

х

maxmax
max

с

=
⋅

⋅⋅⋅
==

−

−−
σ . 

Висновок: максимальне нормальне напруження 
МПа4,24max =σ . 
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3.3.2 Приклад розв’язання задачі 3.3б (схема з екстремумом) 
 
Побудувати епюри поперечних сил і згинальних моментів для дво-

опорної балки (рис. 3.10, а). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Розв’язання.  Визначимо опорні реакції балки.  
Оскільки на балку діють тільки вертикальні сили, то горизонталь-

на реакція відсутня: HB = 0. 

( ) ;RPM,q,q;PM BkA 0655255010 =⋅+⋅−+⋅⋅−⋅⋅=Σ  

( ) .кН,,RB 255018525821515
6
1

=⋅⋅−⋅⋅+−⋅=  

M   , кН·м 

а - задана схема; б - епюра поперечних сил;  
 в - епюра згинальних моментів 

              Рисунок 3.10 – Двохопорна балка до задачі 3.3б 
 

P =15 кН 

a 

M =21 кНм q =8 кН/м 

1 2 3 4 5 
8 

 3,5 м   1,5 м 1 м 

RА=38 кН RВ =25 кН 

A B 
К 

 z 
HB=0 

1 м 

25 

в 
4 

11 

МЕКСТР= 31,25 32 

8 

18 

30 

б  Q   , кН 

zК =1,25 м 

10 

25 25 

7 6 
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( ) ;RPMq;PM BkB 0611
2
660 =⋅−⋅++






 +⋅⋅=Σ  

( ) .кНRB 3846821115
6
1

=⋅⋅++⋅=  

Виконаємо перевірку:  

;RРqR;P BАkу 060 =+−⋅−=Σ  

;025156838 =+−⋅−  
.06363 =−  

Реакції знайдено вірно. 
 

Визначимо значення Q в характерних перерізах балки: 

кН;30388

;кН8181;0

23

21

=+−=+=

−=⋅−=⋅−==

ARQQ

qQQ
 

кН;185,28385,254 =⋅−=⋅−== qRQQ A  

кН;10683866 −=⋅−=⋅−= qRQ A  

кН.251510687 −=−−=−== PQQQ  

За цими даними побудуємо епюру (див. рис. 3.10, б) поперечних сил, 
з′єднуючи знайдені ординати прямими лініями. 

Оскільки ми будували епюру Q, “рухаючись” зліва направо, то на-
прямок “стрибків” на епюрі співпадає з напрямком сил. 

На ділянці 1...2 розподілене навантаження приводить до поступового 
зниження значень поперечних сил Q від значення 0Q1 =  до значення

 кН812 −=⋅−= qQ . 

У перерізі 3 реакція RА =38 кН забезпечує “стрибок” уверх до вели-
чини кН303 =Q . 

Далі під впливом розподіленого навантаження поперечна сила по-
ступово зменшується до величини кН106 −=Q . 

У перерізі 7 сила  Р=15 кН  забезпечує “стрибок” униз до величини 
кН257 −=Q  і далі поперечна сила не змінюється кН2578 −== QQ . 

Зробимо перевірку побудови епюри Q, для чого будемо “рухатись” 
справа наліво. 
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У перерізі 8 реакція RВ = 25 кН намагається повернути балку проти 
ходу годинникової стрілки, тому на епюрі Q ми маємо “стрибок” униз до 

кН258 −=Q  і далі без змін до перерізу 7.  

У перерізі 6 з′являється сила Р = 15 кН, яка намагається повернути 
балку за ходом годинникової стрілки, тому на епюрі Q ми маємо “стрибок” 
уверх до значення кН106 −=Q . 

На ділянці 6...3 розподілене навантаження викликає зростання зна-
чень поперечних сил Q від значення кН106 −=Q  до значення 

кН30563 =⋅+= qQQ . При цьому наявність згинального моменту М на 

епюрі Q  не позначається. 
Відносно перерізу 2 реакція RА = 38 кН повертає балку проти ходу 

годинникової стрілки, тому епюра має “стрибок” униз до величини 
кН82 −=Q . 

Далі під впливом розподіленого навантаження, яке намагається по-
вернути балку за ходом годинникової стрілки, поперечна сила зростає до 
величини 0121 =⋅+= qQQ . 

Таким чином, епюра Q побудована вірно. 
Визначимо значення M в характерних перерізі балки: 

м;кН4
;мкН45,0185,01;0

23

21
⋅−==

⋅−=⋅⋅−=⋅⋅−==
MM

qMM
 

м;кН3225,15,285,13825,15,25,14 ⋅=⋅⋅−⋅=⋅⋅−⋅= qRM A  

м;кН11213245 ⋅=−=−= MMM  

мкН25213685383656 ⋅=−⋅⋅−⋅=−⋅⋅−⋅= МqRM A . 

На ділянці 5...6 у перерізі К, де 0=Q , на епюрі M має бути макси-

мум. Підрахуємо значення zК  і  MК = МMAX:    м;25,1
8

106 ===
q

Q
zК  

( )

( ) .мкН,,,,,

zqzPzRMM K
KKBmaxK

⋅=⋅⋅−⋅−+=

=⋅−⋅−+==

25316250251825115251125
2

1
2
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Останню частину епюри М побудуємо з правого кінця: 

м.кН251251;0 78 ⋅=⋅=⋅== BRMM  

Оскільки 76 MM = , то епюра M побудована вірно. 

За цими даними будуємо епюру (див.рис.3.10, в) згинальних моментів. 

Максимальне нормальне напруження maxσ , можна знайти за форму-

лою     
сх

maxmax
max I

yM
=σ , 

де maxy  – найбільш віддалена точка перерізу. 

Згідно з умовами задачі знайдемо відстань від осі  xc  до найбільш 
віддаленої точки перерізу (див. завдання 3.1). Найбільш віддаленою точ-
кою перерізу (див. рис. 3.6) є найнижча точка перерізу, яка належить шве-
леру. Відстань до неї від осі xc  дорівнює:  

см,,,,b
h

ay ШВ
ДВ

max 5120282450310
22 =+⋅+=++= . 

Таким  чином,   враховуючи   найбільший  (Mmax = 32 кH·м) згина-
льний  момент, визначимо максимальне нормальне напруження в перерізі: 

МПа,
,

,
I

yM

сх

maxmax
max 4146

102314141
1031201032
8

23
=

⋅

⋅⋅⋅
==

−

−−
σ .  

 

Висновок: максимальне нормальне напруження 

МПа,max 4146=σ . 

 
3.4 Повна перевірка міцності балки  

Для сталевої балки підібрати розміри двотаврового, круглого і пря-
мокутного (співвідношення сторін h : b = 2) перерізів, вибрати оптималь-
ний варіант і провести повну перевірку на міцність за IV теорією міцності. 

Прийняти [ ] [ ]στ ⋅= 6,0  

Вихідні дані вибрати із таблиць 3.5 та 3.6 і рисунків  3.11  та 3.12 



 88 

Таблиця 3.5 – Вихідні дані до задачі 3.4 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

[σ], МПа 150 160 170 220 140 180 200 120 210 190 
М, кН·м 20 50 80 30 40 65 35 55 45 70 
Р,    кН 30 40 60 70 20 35 65 25 45 55 
q, кН/м 12 10 14 20 16 22 18 15 18 24 

 
Таблиця 3.6 – Вихідні дані до задачі 3.4 

Значення величин відповідно до другої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

а, м 2,0 2,2 2,4 2,3 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 2,1 

b, м 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 

с, м 1,6 1,4 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 
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Рисунок 3.11 - Схеми до варіантів завдання 3.4 
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Рисунок 3.12 - Схеми до варіантів завдання 3.4 

 

 

3.4.1  Приклад розв’язання задачі 3.4 

Для сталевої балки (рис. 3.13) підібрати розміри двотаврового, круг-
лого і прямокутного (співвідношення сторін h : b = 2) перерізів, вибрати 
оптимальний варіант і провести повну перевірку на міцність за IV теорією 
міцності. Розрахунки виконуємо відповідно до [ ]σ  = 150 МПа.  

Тоді   [ ] [ ] МПа901506,06,0 =⋅=⋅= στ . 
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Рисунок 3.13 – Схема балки і основні графічні побудови до задачі 3.4 
 

Розв’язання 

1 З умов рівноваги визначимо опорні реакції балки: 

;04,3212;0 =⋅+−⋅−⋅⋅−=∑ BA RMPqM  

кНRB 5,73
4,3

402551250
=

+⋅+⋅⋅
= ; 

0 2 2,4 1,4 3,4 0;B AM = ; q + P - M - R⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∑  

кНRA 5,81
4,3

404,1554,2250
=

−⋅+⋅⋅
= . 

Перевірка: 

0; 2 - 0;Y A BP R - q P+ R == ⋅∑  

81,5 - 50 2 - 55 73, 5 0; 155 -155 0.⋅ + = =  

Таким чином, реакції балки визначені вірно. 

RA = 81,5 кН 
q = 50 кН/м М = 40 кН·м 

Р = 55 кН RB = 73,5 кН 

z7 = 1,63 м 

2 м 0,8 м 0,6 м 

18,5 73,5 

44,1 
4,1 

63 М7 = 66,4 

 а 

б 

в 

 7 

81,5 

 А В 1 2 3 4 5 6 z 

, кН Q 

 , кН·м M    

у 



 91 

2 Визначимо величини поперечних сил Q у характерних перерізах 
балки:  

кНRQ A 5,811 == ;      кНqRQ A 5,182505,8122 −=⋅−=⋅−= ; 

кНPqRQ A 5,73552505,8123 −=−⋅−=−⋅−= ; 

кНQQ 5,7334 −== ;  кНQQ 5,7345 −== ;  кНQQ 5,7356 −== . 

На ділянці 1, 2 епюра Q змінює знак. Визначимо відстань z7  до пе-

рерізу, де 0Q =  і де на епюрі М  буде екстремум: 

м
q

Q
z 63,1

50
5,811

7 === . 

 Побудуємо епюри поперечних сил Q (рис. 3.13, б). 

Визначимо величини згинальних моментів М у характерних перері-
зах балки: 

;63125025,81122;0 21 мкНqRMM A ⋅=⋅⋅−⋅=⋅⋅−⋅==  

;1,4406,05,736,0;63 423 мкНMRMмкНMM B ⋅=−⋅=−⋅=⋅==
 

;0;1,446,05,736,0 65 =⋅=⋅=⋅= MмкНRM B  

.4,66
2
63,163,15063,17 мкНRM A ⋅=⋅⋅−⋅=  

Побудуємо епюри згинальних моментів М (рис. 3.13, в). 
3 На епюрі згинальних моментів знаходимо максимальний за моду-

лем згинальний момент: M7 = М max = 66,4 кH·м. 

4 З умови міцності за нормальними напруженнями знаходимо необ-
хідний осьовий момент опору перерізу балки: 

[ ]
36

3
44310

150
104,66 cм

M
W max

x =⋅
⋅

=≥
−

σ
. 

5 Переходимо до підбору перерізів. 
а) Двотавровий переріз: 
За таблицею сортаменту (див., наприклад, [9], або додаток А) підби-
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раємо необхідний номер двотавра (трохи більший або рівний одержаному 
Wх = 443 см3). 

Приймаємо (ГОСТ8239-89) двотавр 30, який має Wх = 472 см3, 
h = 30 см; b = 13,5 см; d = 0,65 см, t = 1,02 см, F = 46,5 см2, 
Jx = 7080 см 4, Sx = 268 см3. 

б) Круглий переріз: 

Момент опору для круга  3
3

1,0
32

ddWх ≈=
π

. 

Ми з’ясували, що момент опору перерізу балки повинен бути не ме-
нше  Wх = 443 см3. 

Звідки      смd 7,174430
1,0

443 33 === . 

Приймаємо стрижень діаметром  ммd 180= , площа котрого  

22
2

7,25218
44

смdF =⋅==
ππ

. 

в) Прямокутний переріз: 

Момент опору для прямокутника: 3
22

3
2

6
)2(

6
bbbbhWX === , 

де  h = 2b. 

Звідки  .7,8669
2

3443 33 смb ==
⋅

=  

Приймаємо h = 2b = 2·8,7 = 17,4 см, а F = b·h = 8,7·17,4 = 
151,4 см2. 

Аналізуючи три типи перерізів – двотаврове, кругле і прямокутне, 
бачимо, що найбільш раціональним є двотаврове, оскільки при однакової 
міцності балки його площа (а значить і вага) найменша. Тому далі будемо 
розглядати двотавр. 

6 Перевіримо міцність балки за нормальними напруженнями:  

  [ ]σσ <=
⋅

⋅
=≥

−

−
МПа

W
M

x

max
max 141

10472
104,66

6

3
. 
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Ця умова міцності є забезпеченою. 

7 На епюрі поперечних сил (див. рис. 3.13, б) знаходимо максималь-
ну за модулем поперечну силу: Qmax = 81,5 кH. 

8 Перевіряємо міцність балки за дотичними напруженнями: 

[ ] .905,41
1070801065,0

10268105,81
82

63
МПаМПа

Jd
SQ

x

xmax
max ==

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
=

⋅
⋅

=
−−

−−
ττ p

 

 Таким чином і ця умова міцності є забезпеченою. 

8 Аналізуючи епюри Q та М, бачимо, що найбільш небезпечним 
перерізом з точки зору еквівалентних напружень є переріз 3, в якому вели-
чини  Q  і  М  хоча  і  не  максимальні,  але  одночасно  достатньо  великі: 

3Q  = = QНЕБ = 73,5 кH; 3M = МНЕБ = 63 кH·м.  

А в цьому небезпечному перерізі найбільш небезпечною точкою є то-
чка К, де з’єднуються полиця і стінка двотавра (рис. 3.14). Тому будемо 

визначати максимальні еквівалентні напруження в точці К перерізу двота-
вра: 

22 3 КК
max
екв τσσ += ; 

,123
107080

1098,131063
8

23
МПаy

J
M

K
x

НЕБ
К =

⋅

⋅⋅⋅
=⋅=

−

−−
σ  

де  .98,1302,1
2

30
2

смthyK =−=−=  

,МПа,
,

,
Jd

SQ

X

відр
XНЕБ

К 931
10708010650

1020010573
82

63
=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

=
⋅

⋅
=

−−

−−
τ  

де  .см,,,thtbS відрX
3200

2
021

2
15021513

22
=






 −⋅=






 −⋅⋅=  
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Таким чином, остаточно маємо: 
 

[ ] .1501359,313123 22 МПаМПаmax
екв =<=⋅+= σσ  

 

Умова міцності за еквівалентними напруженнями також забезпечена. 

Значення всіх визначених напружень означимо на рисунку 3.14. При 
цьому епюри нормальних напружень для перерізів 3 та 7 накладемо один на 
одний. Теж саме зробимо для епюр дотичних напружень 1- та 3-го перерізів. 

Висновок: переріз балки – двотавр 30 – відповідає всім умовам мі-
цності.  

 
 
3.5 Згинання з крученням  
Виходячи з ІІІ теорії міцності, визначити діаметр d проміжного вала 

редуктора. У задачі означено: К – потужність, що передається валом; n – 

частота обертання вала; D1 та D2 – діаметри зубчатих коліс.  
Співвідношення між силами, що діють на зубчаті колеса: 

iiii PSPT 4,0;324,0 == . Допустиме напруження [ ] МПа80=σ .  

Вихідні дані вибрати із таблиць 3.7 та 3.8 і рисунку  3.15. 
 

b=13,5 см 

 t=1,02 
h 

=3
0 
см

 

 x 

Кτ =31,9 

Кσ =123 

d=0,65 

 y 

K 

τ   , МПа σ , МПа 

МАХτ = 41,5 

МАХσ =141 

Рисунок 3.14 – Схема до визначення еквівалентних  напружень 
у небезпечному перерізі балки 



 95 

Таблиця 3.7 – Вихідні дані до задачі 3.5 

Значення величин відповідно до першої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

W, кВт 10 35 20 45 15 25 50 30 55 40 

D1, м 0,5 0,9 0,6 0,8 0,5 0,9 0,6 0,8 0,7 0,8 

D2, м 0,4 0,6 0,5 0,4 0,3 0,5 0,4 0,3 0,4 0,6 

 
Таблиця 3.8 – Вихідні дані до задачі 3.5 

Значення величин відповідно до другої цифри номера варіанта 
Величини 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

n, об/хв 100 350 200 450 300 150 500 250 400 350 

а, м 0,7 0,5 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 0,6 0,5 

b, м 0,5 0,6 0,4 0,5 0,3 0,5 0,4 0,5 0,7 0,6 

с, м 0,3 0,5 0,7 0,5 0,6 0,4 0,6 0,7 0,5 0,7 
 

 

3.5.1  Приклад розв’язання задачі 3.5 
 

Виходячи з ІІІ теорії міцності, визначити діаметр d проміжного вала 
редуктора (рис.3.15). Співвідношення між силами, що діють на зубчаті ко-

леса: iiii PSPT 4,0;324,0 == . Допустиме напруження [ ] МПа80=σ .  

Дано:  а  =  0,2 м;  b  =  0,3 м;  с  =  0,1 м;  D1  =  0,9 м;  D 2  =  
0,3 м; К = 75 кВт; n = 450 об/хв. 
 

Розв’язання.  1 Визначимо крутний момент, який діє на вал: 
 

.мкН,
,n

КM кр ⋅=
⋅
⋅

=
⋅
⋅

= 5921
450143
753030

π
 

 Будемо мати на увазі, що крутний момент, який діє на вал є однако-
вим для кожного зубчатого колеса.    
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Рисунок 3.15 - Схеми до варіантів завдання 3.5 
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22
2

2
1

1
DРDРМ кр ⋅=⋅= . 

 Звідки  ;537,3
9,0
592,122

1
1 кН

D
M

P кр =
⋅

=
⋅

=  

а     кН
D
M

P кр 613,10
3,0
592,122

2
2 =

⋅
=

⋅
= . 

Тоді  ;146,1537,3324,0324,0 11 кНPT =⋅=⋅=  

;439,3613,10324,0324,0 22 кНPT =⋅=⋅=  

.245,4613,104,04,0 22 кНPS =⋅=⋅=  

2 Прикладемо усі зазначені сили (див. рис. 3.16, б) безпосередньо до 
осі вала. Зважаючи на те, що сили Р1 та Р2 не перетинають осі вала, то при 
їх паралельному перенесенні до них треба додати відповідно добутки 

2
1

1
D

P ⋅  та 
2

2
2

D
P ⋅ , які дорівнюють крутному моменту – Мкр.  

З  тієї  ж  причини  дію  подовжньої  сили  S2  замінюємо  згинальним 

моментом        мкНDSM S ⋅=⋅=⋅= 637,0
2
3,0245,4

2
2

2 . 

 

3 Прикладемо до вала всі сили, які діють на нього у вертикальній 
площині (див. рис. 3.16, в) та визначимо опорні реакції: 

;05,02,06,0;0 21 =⋅−⋅−+⋅=∑ TTMRM S
В
В

В
А  

( )

( ) ;187,25,0439,32,0146,1637,0
6,0

1
5,02,0

6,0
1

21

кН

TTMR S
B
B

=⋅+⋅+−⋅=

=⋅+⋅+−⋅=
 

;01,04,06,0;0 21 =⋅+⋅++⋅−=∑ TTMRM S
B
A

B
B  

( )

( ) ;399,21,0439,3637,04,0146,1
6,0

1
1,04,0

6,0
1

21

кН

TMTR S
B
A

=⋅++⋅⋅=

=⋅++⋅⋅=
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y

z
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КРM
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кН,R ГА 5890=
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мкН,МКР ⋅= 5921

1P 2S

А 

z

z

z

B 
мкН,M S ⋅= 6370

 Му   , кН·м 

 Мкр  , кН·м 
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856,0
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592,1 592,1

767,0

493,0
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б 
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г 

д 

е 

ж 

к 

и 

Рисунок 3.16 – Графічні побудови до прикладу розв’язання задачі 3.5 



 99 

 Зробимо перевірку: 

;0:0 21 =+−−=∑ B
B

B
Aky RTTRP  

;0187,2439,3146,1399,2 =+−−  

;0585,4586,4 ≈−  

Реакції знайдено вірно. 

Визначимо згинальні моменти у характерних перерізах: 

;479,02,0399,22,0;0 21 мкНRMM B
A ⋅=⋅=⋅==

;479,023 мкНMM ⋅==  

мкНTRM B
A ⋅=⋅−⋅=⋅−⋅= 856,03,0146,15,0399,23,05,0 14 . 

Згинальний момент в 5-му перерізі визначимо, «рухаючись» від пе-

рерізу 6:    

   ;06 =M   мкНRM B
B ⋅=⋅=⋅= 219,01,0187,21,05 . 

Як і очікувалось,   мкНМMM S ⋅=−=− 637,0219,0856,0;54 . 

За визначеними згинальними моментами будуємо епюру згинальних 

моментів Мх (див. рис. 3.16, г). 

4 Прикладемо до вала всі сили, які діють на нього в горизонтальній 

площині (див. рис. 3.16, д) та визначимо опорні реакції: 

;06,05,02,0:0 21 =⋅−⋅+⋅−=∑ Г
ВA RPPM  

( )

( ) ;665,75,0613,102,0537,3
6,0

1
5,02,0

6,0
1

21

кН

PPR Г
В

=⋅+⋅−⋅=

=⋅+⋅−⋅=

;01,04,06,0:0 21 =⋅−⋅+⋅−=∑ PPRM Г
АB  

( )

( ) .589,01,0613,104,0537,3
6,0

1
1,04,0

6,0
1

21

кН

PPR Г
А

=⋅−⋅⋅=

=⋅−⋅⋅=
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Зробимо перевірку: 

;0:0 21 =−+−=∑ Г
B

Г
Akх RРРRP  

;0665,7613,10537,3589,0 =−+−  

;0202,11202,11 =−        

 Реакції знайдено вірно. 

Визначимо згинальні моменти в характерних перерізах: 

;118,02,0589,02,0;0 321 мкНRMMM Г
А ⋅=⋅=⋅===  

Згинальний момент в 5-му перерізі визначимо, «рухаючись» від пе-

рерізу 6:      ;06 =M   мкНRM Г
B ⋅=⋅=⋅= 767,01,0665,71,05 . 

За визначеними згинальними моментами будуємо епюру згинальних 

моментів Му  (див. рис. 3.16, е). 

4 Прикладемо крутні моменти до вала (див. рис. 3.16, ж) та ви-
значимо крутні моменти у характерних перерізах:  

;592,1;0;0 321 мкНMMMM кр ⋅====  

.0;0;592,1 654 ==⋅== MMмкНMM кр  

За визначеними моментами будуємо епюру Мкр (рис. 3.16, к). 

5 Для побудови епюри згинальних моментів визначимо величи-
ни згинальних моментів у характерних перерізах балки за формулою: 

;22
ухзг МММ +=  

;02
1

2
11 =+= ухзг МММ   

;493,0118,0479,0 222
2

2
232 мкНМММ ухзг ⋅=+=+=−  
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;149,1767,0856,0 222
4

2
44 мкНМММ ухзг ⋅=+=+=  

;798,0767,0219,0 222
5

2
55 мкНМММ ухзг ⋅=+=+=  

02
6

2
66 =+= ухзг МММ . 

За визначеними моментами будуємо епюру Мзг  (рис. 3.16, и). 

7 Аналізуючи епюру згинальних моментів Мзг, бачимо, що небезпе-

чним є переріз 4, в якому мкНM зг ⋅= 149,1 . 

Визначимо в цьому перерізі зведений момент за  ІІІ теорією міцності 
дорівнює: 

мкН,,,,ММММ крух
ІІІ
зв ⋅=++=++= 9631592176708560 222222 І

з умови міцності при згинанні   [ ]σσ ≤=
o

ІІІ
звІІІ

екв W
М

, 

визначимо осьовий момент опору вала: 

 [ ]
36

3
52410

80
109631 см,,MW

ІІІ
зв

o =
⋅

=≥
−

σ
. 

8 Знаючи, що осьовий момент опору круглого перерізу дорівнює 

32

3dWo
π

= , 

визначаємо необхідний діаметр вала: 

мм
W

d o 97,62
14,3

105.243232
3

3
3 =

⋅⋅
=

⋅
=

π
. 

З нормального ряду (ГОСТ6636-69) приймаємо діаметр проміжного 
вала редуктора d = 63 мм. 

Висновок: приймаємо діаметр проміжного вала редуктора 
d = 63 мм.  
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Додаток А  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Таблиця А.1 
 

Розміри, мм Номер 
профілю h b d t 

   

F 
см2 

JX 
см4 

WX 
см3 

iX 
см 

SX 
см3 

JY 
см4 

WY 
см3 

iY 
cм 

 

10 100 55 4,5 7,2 12,0 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22 
12 120 64 4,8 7,3 14,7 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 
14 140 73 4,9 7,5 17,4 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,5 1,55 
16 160 81 5,0 7,8 20,2 873 109 6,57 62,3 58,6 14,5 1,70 
18 180 90 5,1 8,1 23,4 1290 143 7,42 81,4 82,6 18,4 1,88 

18а 180 100 5,1 8,3 25,4 1430 159 7,51 89,8 114 22,8 2,12 
20 200 100 5,2 8,4 26,8 1840 184 8,28 104 115 23,1 2,07 

20а 200 110 5,2 8,6 28,9 2030 203 8,37 114 155 28,2 2,32 
22 220 110 5,4 8,7 30,6 2550 232 9,13 131 157 28,6 2,27 

22а 220 120 5,4 8,9 32,8 2790 254 9,22 143 206 34,3 2,50 
24 240 115 5,6 9,5 34,8 3460 289 9,97 163 198 34,5 2,37 

24а 240 125 5,6 9,8 37,5 3800 317 10,1 178 260 41,6 2,63 
27 270 125 6,0 9,8 40,2 5010 371 11,2 210 260 41,5 2,54 

27а 270 135 6,0 10,2 43,2 5500 407 11,3 229 337 50,0 2,80 
30 300 135 6,5 10,2 46,5 7080 472 12,3 268 337 49,9 2,69 

30а 300 145 6,5 10,7 49,9 7780 518 12,5 292 436 60,1 2,95 
33 330 140 7,0 11,2 53,8 9840 597 13,5 339 419 59,9 2,79 
36 360 145 7,5 12,3 61,9 13380 743 14,7 423 516 71,1 2,89 
40 400 155 8,3 13,0 72,6 19062 953 16,2 545 667 86,1 3,03 
45 450 160 9 14,2 84,7 27696 1231 18,1 708 808 101 3,09 
50 500 170 10 15,2 100 39727 1589 19,9 919 1043 123 3,23 
55 550 180 11 16,5 118 55962 2035 21,8 1181 1356 151 3,39 
60 600 190 12 17,8 138 76806 2560 23,6 1491 1725 182 3,54 

 

Нормальні лінійні розміри, мм  (за ГОСТ 6636-69) 
 

1,0 1,1 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,5 2,8 3,2 3,6 
4,0 4,5 5,0 5,6 6,3 7,1 8,0 9,0 10 11 12 14 
16 18 20 22 25 28 32 36 40 45 50 56 
63 71 80 90 100 110 125 140 160 180 200 220 

250 280 320 360 400 450 500 560 630 710 800 900 

 b 

 t 

 x x 

>12% 

 y 

 d 
h 

 y 

ДВОТАВРИ 
сталеві гарячекатані 

(за ГОСТ 8239-89) 

Приклад позначення 
Двотавр  30   ГОСТ 8239-89 
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Додаток Б 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Таблиця Б.1 
 

Розміри, мм 
 Номер 
ппрофі-
лю h b d t 

 
  F 
см2 

JX 
см4 

WX 
см3 

iX 

см 
SX 

см3 

JY 
см4 

WY 
см3 

 
iY 

cм 
 

 
Z0 
см 

 

5 50 32 4,4 7,0 6,16 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,954 1,16 

6,5 65 36 4,4 7,2 7,51 48,6 15,0 2,54 9,0 8,7 3,68 1,08 1,24 

8 80 40 4,5 7,4 8,98 89,4 22,4 3,16 13,3 12,8 4,75 1,19 1,31 

10 100 46 4,5 7,6 10,9 174 34,8 3,99 20,4 20,4 6,46 1,37 1,44 

12 120 52 4,8 7,8 13,3 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8,52 1,53 1,54 

14 140 58 4,9 8,1 15,6 491 70,2 5,60 40,8 45,4 11,0 1,70 1,67 

14а 140 62 4,9 8,7 17,0 545 77,8 5,66 45,1 57,5 13,3 1,84 1,87 

16 160 64 5,0 8,4 18,1 747 93,4 6,42 54,1 63,6 13,8 1,87 1,80 

16а 160 68 5,0 9,0 19,5 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2,00 

18 180 70 5,1 8,7 20,7 1090 121 7,24 69,8 86 17,0 2,04 1,94 

18а 180 74 5,1 9,3 22,2 1190 132 7,32 76,1 105 20,0 2,18 2,13 

20 200 76 5,2 9,0 23,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,20 2,07 

20а 200 80 5,2 9,7 25,2 1670 167 8,15 95,9 139 24,2 2,35 2,28 

22 220 82 5,4 9,5 26,7 2110 192 8,89 110 151 25,1 2,37 2,21 

22а 220 87 5,4 10,2 28,8 2330 212 8,99 121 187 30,0 2,55 2,46 

24 240 90 5,6 10,0 30,6 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,60 2,42 

24а 240 95 5,6 10,7 32,9 3180 265 9,84 151 254 37,2 2,78 2,67 

27 270 95 6,0 10,5 35,2 4160 308 10,9 178 262 37,3 2,73 2,47 

30 300 100 6,5 11,0 40,5 5810 387 12,0 224 327 43,6 2,84 2,52 

33 330 105 7,0 11,7 46,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59 

36 360 110 7,5 12,6 53,4 10820 601 14,2 350 513 61,7 3,10 2,68 

40 400 115 8,0 13,5 61,5 15220 761 15,7 444 642 73,4 3,23 2,75 

ШВЕЛЕРИ 
сталеві гарячекатані 

( за ГОСТ 8240-97 або ДСТУ 3436-96) 

Приклад позначення: 
Швелер 30  ГОСТ 8240-97 

 Z0 

 y 

 t 

x x 

 h
 

 b 
 y 

 d 
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Додаток В 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

Таблиця В.1 
Розміри 
мм Номер 

кутика b d 
F  
cм 2 

xI  
 

cм 4 

xi  
 
см 

0xI  

max 
cм 4 

0xi  

max 
см 

0yI  

min 
cм 4 

0yi  

min 
см 

0z  

 
см 

2 20 3 
4 

1,13 
1,46 

0,40 
0,50 

0,59 
0,58 

0,6 
0,8 

0,75 
0,73 

0,17 
0,22 

0,39 
0,38 

0,60 
0,64 

2,5 25 
3 
4 
5 

1,43 
1,86 
2,27 

0,81 
1,03 
1,22 

0,75 
0,74 
0,73 

1,3 
1,6 
1,9 

0,95 
0,93 
0,92 

0,34 
0,44 
0,53 

0,49 
0,48 
0,48 

0,73 
0,76 
0,80 

2,8 28 3 1,62 1,16 0,85 1,8 1,07 0,48 0,55 0,80 

3 30 
3 
4 
5 

1,74 
2,27 
2,78 

1,45 
1,84 
2,20 

0,91 
0,90 
0,89 

2,3 
2,9 
3,5 

1,15 
1,13 
1,12 

0,60 
0,77 
0,94 

0,59 
0,58 
0,58 

0,85 
0,89 
0,93 

3,2 32 3 
4 

1,86 
2,43 

1,77 
2,26 

0,97 
0,96 

2,8 
3,6 

1,23 
1,21 

0,74 
0,94 

0,63 
0,62 

0,89 
0,94 

3,5 35 
3 
4 
5 

2,04 
2,67 
3,28 

2,35 
3,01 
3,61 

1,07 
1,06 
1,05 

3,7 
4,8 
5,7 

1,35 
1,33 
1,32 

0,97 
1,25 
1,52 

0,69 
0,68 
0,68 

0,97 
1,01 
1,05 

4 40 

3 
4 
5 
6 

2,35 
3,08 
3,79 
4,48 

3,55 
4,58 
5,53 
6,41 

1,23 
1,22 
1,21 
1,20 

5,6 
7,3 
8,8 

10,1 

1,55 
1,53 
1,52 
1,50 

1,47 
1,90 
2,30 
2,70 

0,79 
0,78 
0,78 
0,78 

1,09 
1,13 
1,17 
1,21 

4,5 45 

3 
4 
5 
6 

2,65 
3,48 
4,29 
5,08 

5,13 
6,63 
8,03 
9,35 

1,39 
1,38 
1,37 
1,36 

8,1 
10,5 
12,7 
14,8 

1,75 
1,74 
1,72 
1,71 

2,12 
2,74 
3,33 
3,90 

0,89 
0,89 
0,88 
0,88 

1,21 
1,26 
1,30 
1,34 

5 50 

3 
4 
5 
6 

2,96 
3,89 
4,80 
5,69 

7,11 
9,21 
11,20 
13,07 

1,55 
1,54 
1,53 
1,52 

11,3 
14,6 
17,8 
20,7 

1,95 
1,94 
1,92 
1,91 

2,95 
3,80 
4,63 
5,43 

1,00 
0,99 
0,98 
0,98 

1,33 
1,38 
1,42 
1,46 

5,6 56 4 
5 

4,38 
5,41 

13,1 
16,0 

1,73 
1,72 

20,8 
25,4 

2,18 
2,16 

5,41 
6,59 

1,11 
1,10 

1,52 
1,57 

6,3 63 
4 
5 
6 

4,96 
6,13 
7,28 

18,9 
23,1 
27,1 

1,95 
1,94 
1,93 

29,9 
36,6 
42,9 

2,45 
2,44 
2,43 

7,81 
9,52 
11,20 

1,25 
1,25 
1,24 

1,69 
1,74 
1,78 

7 70 

4,5 
5 
6 
7 
8 

6,20 
6,86 
8,15 
9,42 
10,7 

29,0 
31,9 
37,6 
43,0 
48,2 

2,16 
2,16 
2,15 
2,14 
2,13 

46,0 
50,7 
59,6 
68,2 
76,4 

2,72 
2,72 
2,71 
2,69 
2,68 

12,0 
13,2 
15,5 
17,8 
20,0 

1,39 
1,39 
1,38 
1,37 
1,37 

1,88 
1,90 
1,94 
1,99 
2,02 

7,5 75 

5 
6 
7 
8 
9 

7,39 
8,78 
10,1 
11,5 
12,8 

39,5 
46,6 
53,3 
59,8 
66,1 

2,31 
2,30 
2,29 
2,28 
2,27 

62,6 
73,9 
84,6 
94,6 
105,0 

2,91 
2,90 
2,89 
2,87 
2,86 

16,4 
19,3 
22,1 
24,8 
27,5 

1,49 
1,48 
1,48 
1,47 
1,46 

2,02 
2,06 
2,10 
2,15 
2,18 

 

  

КУТИКИ СТАЛЕВІ 
ГАРЯЧЕКАТАНІ РІВНОСМУЖНІ 
(за ГОСТ 8509-93 або ДСТУ2251-93) 

 

Приклад позначення: 
Кутик 50х50х3   ГОСТ 8509-93 
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Продовження таблиці  В.1 
 

Розміри, 
мм Номер 

кутика 
b d 

F  
 

cм 2 

xI  
 

cм 4 

xi  
 
см 

0xI  

max 
cм 4 

0xi  

max 
см 

0yI  

min 
cм 4 

0yi  

min 
см 

0z  

 
см 

8 80 
5,5 
6 
7 
8 

8,63 
9,38 
10,8 
12,3 

52,7 
57,0 
65,3 
73,4 

2,47 
2,47 
2,45 
2,34 

83,6 
90,4 
104,0 
116,0 

3,11 
3,11 
3,09 
3,08 

21,8 
23,5 
27,0 
30,3 

1,59 
1,58 
1,58 
1,57 

2,17 
2,19 
2,23 
2,27 

9 90 

6 
7 
8 
9 

10,6 
12,3 
13,9 
15,6 

82,1 
94,3 
106,0 
118,0 

2,78 
2,77 
2,76 
2,75 

130 
150 
168 
186 

3,50 
3,49 
3,48 
3,46 

34,0 
38,9 
43,8 
48,6 

1,79 
1,78 
1,77 
1,77 

2,43 
2,47 
2,51 
2,55 

10 100 

6,5 
7 
8 
10 
12 
14 
16 

12,8 
13,8 
15,6 
19,2 
22,8 
26,3 
29,7 

122 
131 
147 
179 
209 
237 
264 

3,09 
3,08 
3,07 
2,05 
3,03 
3,00 
2,98 

193 
207 
233 
284 
331 
375 
416 

3,88 
3,88 
3,87 
3,84 
3,81 
3,78 
3,74 

50,7 
54,2 
60,9 
74,1 
86,9 
99,3 
112,0 

1,99 
1,98 
1,98 
1,96 
1,95 
1,94 
1,94 

2,68 
2,71 
2,75 
2,83 
2,91 
2,99 
3,06 

11 110 7 
8 

15,2 
17,2 

176 
198 

3,40 
3,39 

279 
315 

4,29 
4,28 

72,7 
81,8 

2,19 
2,18 

2,96 
3,00 

12,5 125 

8 
9 
10 
12 
14 
16 

19,7 
22,0 
24,3 
28,9 
33,4 
37,8 

294 
327 
360 
422 
482 
539 

3,37 
3,86 
3,85 
3,82 
3,80 
3,78 

467 
520 
571 
670 
764 
853 

4,87 
4,86 
4,84 
4,82 
4,78 
4,75 

122 
135 
149 
174 
200 
224 

2,49 
2,48 
2,47 
2,46 
2,45 
2,44 

3,36 
3,40 
3,45 
3,53 
3,61 
3,68 

14 140 
9 
10 
12 

24,7 
27,3 
32,5 

466 
512 
602 

4,34 
4,33 
4,31 

739 
814 
957 

5,47 
5,46 
5,43 

192 
211 
248 

2,79 
2,78 
2,76 

3,78 
3,82 
3,90 

16 160 

10 
11 
12 
14 
16 
18 
20 

31,4 
34,4 
37,4 
43,3 
49,1 
54,8 
60,4 

774 
844 
913 
1046 
1175 
1299 
1419 

4,96 
4,95 
4,94 
4,92 
4,89 
4,87 
4,85 

1229 
1341 
1450 
1662 
1866 
2061 
2248 

6,25 
6,24 
6,23 
6,20 
6,17 
6,13 
6,10 

319 
348 
376 
431 
485 
537 
589 

3,19 
3,18 
3,17 
3,16 
3,14 
3,13 
3,12 

4,30 
4,35 
4,39 
4,47 
4,55 
4,63 
4,70 

18 180 11 
12 

38,8 
42,2 

1216 
1317 

5,60 
5,59 

1933 
2093 

7,06 
7,04 

500 
540 

3,59 
3,58 

4,85 
4,89 

20 200 

12 
13 
14 
16 
20 
25 
30 

47,1 
50,9 
54,6 
62,0 
76,5 
94,3 
111,5 

1823 
1961 
2097 
2363 
2871 
3466 
4020 

6,22 
6,21 
6,20 
6,17 
6,12 
6,06 
6,00 

2896 
3116 
3333 
3755 
4560 
5494 
6351 

7,84 
7,83 
7,81 
7,78 
7,72 
7,63 
7,55 

749 
805 
861 
970 
1182 
1438 
1688 

3,99 
3,98 
3,97 
3,96 
3,93 
3,91 
3,89 

5,37 
5,42 
5,46 
5,54 
5,70 
5,89 
6,07 

22 220 14 
16 

60,4 
68,6 

2814 
3175 

6,83 
6,81 

4470 
5045 

8,60 
8,58 

1159 
1306 

4,38 
4,36 

5,93 
6,02 

25 250 

16 
18 
20 
22 
25 
28 
30 

78,4 
87,7 
97,0 
106,1 
119,7 
133,1 
142,0 

4717 
5247 
5765 
6270 
7006 
7717 
8117 

7,76 
7,73 
7,71 
7,69 
7,65 
7,61 
7,59 

7492 
8337 
9160 
9961 
11125 
12244 
12965 

9,78 
9,75 
9,72 
9,69 
9,64 
9,59 
9,56 

1942 
2158 
2370 
2579 
2887 
3190 
3389 

4,98 
4,96 
4,94 
4,93 
4,91 
4,89 
4,89 

6,75 
6,83 
6,91 
7,00 
7,11 
7,23 
7,31 
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Додаток Г  

 
 

           Таблиця Г.1 

Розміри,  мм 
Номер 
кутика B b d 

 

F  
 

cм 2 

xI  
 

cм 4 

yI  
 

cм 4 

uI  
min 
cм 4 

ui  
min 
см 

0x  

 
см 

0y  

 
см 

Кут 
 нахилу осі u, 

tg α 

2,5/1,6 25 16 3 1,16 0,70 0,22 0,13 0,34 0,42 0,86 0,392 

3/2 30 20 3 
4 

1,43 
1,86 

1,27 
1,61 

0,45 
0,56 

0,26 
0,34 

0,43 
0,43 

0,51 
0,54 

1,00 
1,04 

0,427 
0,421 

3,2/2 32 20 3 
4 

1,49 
1,94 

1,52 
1,93 

0,46 
0,57 

0,28 
0,35 

0,43 
0,43 

0,49 
0,53 

1,08 
1,12 

0.382 
0,374 

4/2,5 40 25 
3 
4 
5 

1,89  
2,47 
3,03 

3,06 
3,93 
4,73 

0,93 
1,18 
1,41 

0,56 
0,71 
0,86 

0,54 
0,54 
0,53 

0,59 
0,63 
0,66 

1,32 
1,37 
1,41 

0,385 
0,381 
0,374 

4/3 40 39 4 
5 

2,67 
3,28 

4,18 
5,04 

2,01 
2,41 

1,09 
1,33 

0,64 
0,64 

0,78 
0,82 

1,28 
1,32 

0,544 
0,539 

4,5/2,8 45 28 3 
4 

2,14 
2,80 

4,41 
5,68 

1,32 
1,69 

0,79 
1,02 

0,61 
0,60 

0,64 
0,68 

1,47 
1,51 

0,382 
0,379 

5/3,2 50 32 3 
4 

2,42 
3,17 

6,18 
7,98 

1,99 
2,56 

1,18 
1,52 

0,70 
0,69 

0,72 
0,76 

1,60 
1,65 

0,403 
0,401 

5,6/3,6 56 36 4 
5 

3,58 
4,41 

11,4 
13,8 

3,7 
4,48 

2,19 
2,66 

0,78 
0,78 

0,84 
0,88 

1,82 
1,86 

0,406 
0,404 

6,3/4 63 40 

4 
5 
6 
8 

4,04 
4,98 
5,90 
7,68 

16,3 
19,9 
23,3 
29,6 

5,16 
6,26 
7,28 
9,15 

3,07 
3,72 
4,36 
5,58 

0,87 
0,86 
0,86 
0,85 

0,91 
0,95 
0,99 
1,07 

2,03 
2,08 
2,12 
2,20 

0,397 
0,396 
0,393 
0,386 

6,5/5 65 50 

5 
6 
7 
8 

5,56 
6,60 
7,62 
8,62 

23,41 
27,46 
31,32 
35,00 

12,08 
14,12 
16,05 
18,88 

6,41 
7,52 
8,60 
9,65 

1,07 
1,07 
1,06 
1,06 

1,26 
1,30 
1,34 
1,37 

2,00 
2,04 
2,08 
2,12 

0,576 
0,575 
0,571 
0,570 

7/4,5 70 45 5 5,59 27,76 9,05 5,34 0,98 1,05 2,28 0,406 

7,5/5 75 50 

5 
6 
7 
8 

6,11 
7,25 
8,37 
9,47 

34,81 
40,92 
46,77 
52,38 

12,47 
14,60 
16,61 
18,52 

7,24 
8,48 
9,69 

10,87 

1,09 
1,08 
1,08 
1,07 

1,17 
1,21 
1,25 
1,29 

2,39 
2,44 
2,48 
2,52 

0,436 
0,435 
0,435 
0,430 

 
 

b 

 B
 

 d   

 d
    y

0 

α 

u 

u 

 x0 

 x  x   

 y 

 y   

КУТИКИ СТАЛЕВІ 
ГАРЯЧЕКАТАНІ НЕРІВНОСМУЖНІ 

(за ГОСТ 8510-93) 

Кутик 50х32х3    ГОСТ 8510-93 
Приклад позначення: 



 109

Продовження  таблиці  Г.1 
 

Розміри,  мм 
Номер 
кутика 

B b d 

 

F  
 

cм 2 

xI  
 

cм 4 

yI  
 

cм 4 

uI  
min 
cм 4 

ui  
min 
см 

0x  

 
см 

0y  

 
см 

Кут нахилу 
осі u, 

tg α 

 
8/5 

 
80 50 5 

6 
6,36 
7,55 

41,64 
48,98 

12,68 
14,85 

7,57 
8,88 

1,09 
1,08 

1,13 
1,17 

2,60 
2,65 

0,387 
0,386 

 
8/6 

 
80 60 

6 
7 
8 

8,15 
9,42 
10,6 

52,06 
59,61 
66,88 

25,18 
28,74 
32,15 

13,61 
15,58 
17,49 

1,29 
1,29 
1,28 

1,49 
1,53 
1,57 

2,47 
2,52 
2,56 

0,547 
0,546 
0,544 

 
9/5,6 

 
90 56 

5,5 
6 
8 

7,86 
8,54 
11,2 

65,3 
70,6 
90,9 

19,7 
21,2 
27,1 

11,8 
12,7 
16,3 

1,22 
1,22 
1,21 

1,26 
1,28 
1,36 

2,92 
2,95 
3,04 

0,384 
0,384 
0,380 

 
10/6,3 

 
100 63 

6 
7 
8 
10 

9,59 
11,1 
12,6 
15,5 

98,3 
113,0 
127,0 
154,0 

30,6 
35,0 
39,2 
47,1 

18,20 
20,83 
23,38 
28,34 

1,38 
1,37 
1,36 
1,35 

1,42 
1,46 
1,50 
1,58 

3,23 
3,28 
3,32 
3,40 

0,393 
0,392 
0,391 
0,387 

 
10/6,5 

 
100 65 

7 
8 
10 

11,2 
12,7 
15,7 

114,0 
138,3 
155,5 

38,3 
43,0 
51,7 

22,77 
25,24 
30,60 

1,41 
1,41 
1,40 

1,52 
1,56 
1,64 

3,24 
3,28 
3,37 

0,415 
0,414 
0,410 

 
11/7 

 
110 70 6,5 

8 
11,4 
13,9 

142 
172 

45,6 
54,6 

26,9 
32,3 

1,53 
1,52 

1,58 
1,64 

3,55 
3,61 

0,402 
0,400 

 
12,5/8 

 
125 80 

7 
8 
10 
12 

14,1 
16,0 
19,7 
23,4 

227 
256 
312 
365 

73,7 
83,0 
100,0 
117,0 

43,4 
48,8 
59,3 
69,5 

1,76 
1,75 
1,74 
1,72 

1,80 
1,84 
1,92 
2,00 

4,01 
4,05 
4,14 
4,22 

0,407 
0,406 
0,404 
0,400 

 
14/9 

 
140 90 8 

10 
18,0 
22,2 

364 
444 

120 
146 

70,3 
85,5 

1,98 
1,96 

2,03 
2,12 

4,49 
4,58 

0,411 
0,409 

 
 

16/10 
 
 

160 100 

9 
10 
12 
14 

22,9 
25,3 
30,0 
34,7 

606 
667 
784 
897 

186 
204 
239 
272 

110 
121 
142 
162 

2,20 
2,19 
2,18 
2,16 

2,23 
2,28 
2,36 
2,43 

5,19 
5,23 
5,32 
5,40 

0,391 
0,390 
0,388 
0,385 

 
18/11 

 
180 110 10 

12 
28,3 
33,7 

952 
1123 

276 
324 

165 
194 

2,42 
2,40 

2,44 
2,52 

5,88 
5,97 

0,375 
0,374 

20/12,5 200 125 

11 
12 
14 
16 

34,9 
37,9 
43,9 
49,8 

1449 
1568 
1801 
2026 

446 
482 
551 
617 

264 
285 
327 
367 

2,75 
2,74 
2,73 
2,72 

2,79 
2,83 
2,91 
2,99 

6,50 
6,54 
6,62 
6,71 

0,392 
0,392 
0,390 
0,388 

 
25/16 

 
250 160 

12 
16 
18 
20 

48,3 
63,6 
71,1 
78,5 

3147 
4091 
4545 
4987 

1032 
1333 
1475 
1613 

604 
781 
896 
949 

3,54 
3,50 
3,49 
3,48 

3,53 
3,69 
3,77 
3,85 

7,97 
8,14 
8,23 
8,31 

0,410 
0,408 
0,407 
0,405 
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Додаток Д 
 

Питання 
для підготовки до екзамену з дисципліни 

«Технічна механіка» 
 

Модуль 1.  «Статика» 
1 В'язі і їх реакції. Види в'язів. 
2 Алгебраїчний момент сили відносно центра.  
3 Пара сил, її властивості. Алгебраїчний момент пари сил. 
4 Приведення довільної системи сил до простішого виду. Умови рівноваги. 
5 Теореми про паралельне перенесення сили і про приведення сил до центра. 
6 Головний вектор і головний момент системи сил. 
7 Аналітичні умови рівноваги плоскої довільної системи сил, плоских сис-

тем пара  лельних та збіжних сил. 
8 Умови рівноваги плоскої система сил. Теорема Варіньона. 

 
Модуль 2.  «Кінематика» 

 
1 Координатний засіб завдання руху точки, її траєкторія, швидкості і при-

скорення. 
2   Природні осі кривої, природний тригранник. Природний засіб завдання  
руху точки, визначення швидкості і прискорення точки. 

3  Поступальний рух твердого тіла, теорема про його властивості. 
4   Обертальний рух твердого тіла навколо нерухомої осі, його основні хара-
ктеристики. 

5   Швидкості і прискорення точок тіла, що обертається навколо нерухомої осі.  
6   Передачі і основи їх кінематичних розрахунків. 
7  Плоский рух твердого тіла, розкладання його на складові. Рівняння плос-
кого руху.  

8   Кутова швидкість і кутове прискорення тіла при плоскому русі. 
9   Теорема про швидкості точок тіла при плоскому русі.  
10  Миттєвий центр швидкостей і його визначення.  
11  Миттєвий центр швидкостей і визначення з його допомогою швидкостей 
точок тіла  

12 Окремі випадки знаходження миттєвого центру швидкостей. 
13 Теорема про прискорення точок тіла при плоскому русі. 
 

Модуль 3.  «Динаміки» 
 

1     Диференціальні рівняння руху матеріальної точки.  
        Два основні завдання динаміки. 

2 Диференціальні рівняння відносного руху матеріальної точки. 
3 Моменти інерції тіла відносно точки і осі. 
4 Моменти інерції простих однорідних тіл: стрижень, пластина, диск. 
5 Внутрішні сили системи: їх властивості. 
6 Робота сили: елементарна і повна.  Приклади обчислення роботи. 
7 Кінетична енергія точки і системи. 
8    Теореми про зміну кінетичної енергії точки і системи. 
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9 Принцип Даламбера для матеріальної точки і для системи. 
10 Загальне рівняння динаміки. 

 
 

Модуль 4.  «Опір матеріалів» 
 

1 Основні поняття і завдання науки “Опір матеріалів”. Реальний об'єкт і 
розрахункова схема. Поняття про суцільність, ізотропність, пружність і 
пластичність.  

2 Зовнішні сили і внутрішні зусилля. Метод перерізів. 
  Напруження нормальні і дотичні 
3 Розтягання і стискання. Побудова епюри подовжніх сил. Визначення 

напруження в поперечних перерізах. 
4 Деформації при розтяганні-стисканні. Закон Гука, коефіцієнт Пуассона.  
5 Коефіцієнт запасу міцності при розтяганні-стисканні. Допустиме на-

пруження. Умова міцності при розтяганні-стисканні. 
6 Напружений стан, види напружених станів.  
7 Поняття про теорії міцності, їх призначення. Перша і друга теорії міцності.  
 Їх недоліки.  
8 Третя і четверта теорії міцності, теорія Мору. Їх призначення. 
9 Чистий зсув. Напруга і деформації при зсуві. Закон Гука при зсуві. 
10 Практичні розрахунки при руйнуванні болтових і заклепувальних з'єднань 
11 Кручення. Поняття про кручення. Побудова епюри крутних моментів. 

Зв'язок між потужністю і крутним моментом.  
12 Кручення. Визначення напруження при крученні круглого валу. 
13 Кручення. Розрахунки на міцність і жорсткість. Умови міцності і  жорсткості. 
14 Згинання. Поняття про згинання балки. Внутрішні зусилля в балці, їх 

визначення і  правило знаків. 
15 Диференціальні залежності між розподіленим навантаженням q, попе-

речною силою Q і згинальним моментом M. Аналіз цієї залежності. 
16 Загальні  принципи побудови епюр внутрішніх зусиль по характерних 

перерізах.  Перевірка правильності побудови епюр. 
17 Поняття про геометричні характеристики плоских перерізів. Статич-

ний момент площі. Визначення центру тяжіння складної фігури. 
18 Моменти інерції. Види моментів інерції. Визначення моментів інерції 

для простих перерізів 
19 Моменти інерції відносно осей, паралельних центральним. Визначення 

моментів інерції для складного перерізу. Показати на прикладі. 
20 Чистий згинання. Визначення напруження при чистому згинанні. 
21 Поперечне згинання. Визначення дотичної  напружень (формула Жу-

равського). 
22 Побудова епюр дотичних напружень при поперечному згинанні для 

перерізів різного вигляду (привести приклади). 
23 Повна перевірка міцності балки. Аналіз напруженого стану балки при 

поперечному згинанні. 
24 Складний опір. Складне і косе згинання. 
25 Складне згинання з розтягуванням. Позацентрове розтягання (стискання).  
 Визначення напружень. 
26 Згинання з крученням круглих валів. Умова міцності. 
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