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ОСНОВНІ  ОЗНАЧЕННЯ  МАТРИЧНОЇ  АЛГЕБРИ  

Матрицею називається прямокутна таблиця чисел aij (i=1,2...m, 
j=1,2,...n), складена з m рядків та n стовпців і записана у вигляді 
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де i – номер рядка, j – номер стовпця на перетині яких стоїть даний елемент. 
Якщо m=n, то матриця називається квадратною, а число m – її поряд-

ком. 
Матриця може мати лише один стовпець, або один рядок.  
Якщо матриця має усі елементи рівні нулю, то вона називається ну-

льовою. Квадратна матриця, у якої усі елементи крім тих, що знаходяться на 
головній діагоналі (a11, a22, ...ann), дорівнюють нулю, називається діагональ-
ною. Та діагональна матриця, у якої a11=a22=...ann=1, має назву одиничної і 
позначається буквою E. Наприклад, одинична матриця третього порядку має 
вигляд 

















=
100

010

001

E . 

Для позначення елементів одиничної матриці зручно використовувати 
символ Кронекера δij, визначений відповідно з правилом 





≠
=

=
kiпри

kiпри
ij ,0

,1
δ . 

Тоді E=(δij). 
Дві матриці будуть рівними між собою, тоді і тільки тоді, коли мають 

однакові розміри, та всі їхні відповідні елементи рівні між собою. Тому рів-
ність A=B вимагає aij=bij. 
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ВИЗНАЧНИК  

Квадратна матриця A має визначник, що складається з її елементів і 
позначається символом detA: 
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n
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11211

det =A . 

Визначник утворюється підсумовуванням усіх таких добутків елемен-
тів матриці, у кожному з яких є по одному і тільки по одному елементу з 
кожного рядка і стовпця матриці, причому перед кожним добутком ставить-

ся знак плюс або мінус. Наприклад, визначник для матриці 







=

2221

1211
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aa
A  

дорівнює: 21122211
2221

1211det aaaa
aa

aa
−==A , визначник для матриці 
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A  дорівнює: 

312213332112312311

322113312312332211

333231

232221

131211
det
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aaaaaaaaa
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−−−

−++==A
. 

Графічно визначник можна подати так: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 - доданки зі знаком «+»; 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 - доданки зі знаком «-» 
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Визначники мають такі властивості: 

1. Якщо кожен елемент деякого стовпця або рядка дорівнює нулю, то і 
сам визначник також дорівнює нулю. 

2. Визначник не зміниться, якщо замінити рядки матриці стовпцями. 
3. Якщо матриця B утворена з матриці A перестановкою двох її стов-

пців або рядків, то detB=-detA. 
4. Визначник, який має два однакових рядка або стовпця, дорівнює 

нулю. 
5. Множення всіх елементів деякого рядка або стовпця матриці на чи-

сло k призведе до збільшення визначника у k разів. 
6. Визначник матриці не зміниться, якщо до кожного елементу деяко-

го стовпця або рядка додати добуток відповідних елементів іншого стовпця 
або рядка на число k. 

Наприклад, якщо 

.0861942753

384762951

987

654

321

detто,

987

654

321

=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−
−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==

















= AA . 

Тобто наведена матриця має нульовий визначник. Іншими словами 
вона називається виродженою.  

Прямокутна матриця (m≠n) визначника не має. 
 

Алгебра їчне  доповнення  

Мінором Dij елементу aij називають визначник матриці, утвореної з 
матриці A викреслюванням i-го рядка та j-го стовпця. Наприклад, для мат-
риці 

















=
987

654

321

A мінор D13 дорівнює 335327584
87

54
13 −=−=⋅−⋅==D . 

Алгебраїчним доповненням елементу aij називають ij
ji

ij DA +−= )1( . 

Наприклад, для матриці 
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A алгебраїчне доповнення до елементу a13 дорів-

нює  

.33532)7584(1
87

54
)1( 31

13 −=−=⋅−⋅⋅=⋅−= +A  

За допомогою алгебраїчних доповнень легко обчислювати визначники 
для матриць розміру 3 та більше розкладенням по елементам будь якого 
стовпця або рядка. Для матриці  
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det AAA

L
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L

, де k – стовпець або 

рядок. 
Наприклад: 

( ) ( ) ( ) 5494221234112243131

33

12
)1(0

14

12
)1(2

14

33
)1(1

140

332

121

det 312111

=+−=−⋅−−=⋅−⋅⋅−⋅−⋅⋅=

=⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−⋅== +++A
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ОПЕРАЦІ Ї  НАД  МАТРИЦЯМИ  

Транспонована  матриця  

Операція транспонування матриці A полягає в переході до іншої мат-
риці Aт, рядками якої є стовпці матриці A, і, навпаки, стовпцями – рядки 
матриці A. Наприклад, якщо 

















=







=

26

31

62

то,
236

612 тAA . 

В загальному вигляді (aij)
т=(aji). Очевидно ( ) AA

тт = . 

Матриця, що співпадає зі своєю транспонованою матрицею, назива-
ється симетричною. У такої матриці aij=aji. Якщо aij=-aji, то матриця назива-
ється кососиметричною. 

Долучена  матриця  

У кожної квадратної матриці існує долучена (приєднана) матриця. До-
лучену матрицю одержують, замінюючи кожний елемент вихідної матриці 
його алгебраїчним доповненням, та транспонуючи одержану матрицю алге-
браїчних доповнень. Долучена матриця позначається символом adjA. 

Вправа 1. 
Знайти матрицю B, долучену до матриці A, тобто B=adjA, якщо 
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A . 

Знаходимо алгебраїчні доповнення всіх елементів матриці A. 
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Складаємо долучену матрицю: 
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Додавання  матриць  

Матриці однакових розмірів можна додавати та віднімати за форму-
лою: 
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Додавання матриць має такі властивості: 
1. (A+B)+C=A+(B+C) – асоціативний закон; 
2. A+B=B+A – комутативний закон. 

 
Вправа 2. 

Знайти суму матриць 
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Множення  матриць  

Матрицю можна помножити на число. При цьому кожний елемент ма-
триці помножується на це число. 

( )
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A . 

Множення двох матриць можна здійснити лиш за умови, коли кіль-
кість стовпців однієї матриці дорівнює кількості рядків іншої. Такі матриці 
називаються узгодженими. Якщо ця умова не виконується, тобто матриці 
неузгоджені, то множення таких матриць неможливе. 

Добутком матриці A=(aij) розміром m×n на матрицю B=(bij) розміром 

n×p називається така матриця C=A·B =(cij) розміром m×p, у якої елемент cij 
дорівнює сумі добутків елементів i-го рядка матриці A на відповідний еле-
мент j-го стовпця матриці B: 

.2,1;2,1

,
1

2211

pjmi

babababac
n

k
kjiknjinjijiij

KK

K

==

⋅=⋅++⋅+⋅= ∑
=  

Добуток матриць має такі властивості: 
1. (A·B)·C=A·(B·C). 
2. (A+B)·C=A·C+A·B 
3. k(A·B)=(kA)·B=A·(kB) 

Тут A, B, C – матриці, k – число. 
Вправа 3. 

Знайти C=A·B та D=B·A, якщо ( )21,
2

0
=









−
= BA . 
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⋅−⋅−
⋅⋅

=
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00
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2010
C ;   ( )( ) ( )42201 −=−⋅⋅=D . 

Тобто операція множення не комутативна, при множенні матриць не 
можна міняти місцями множники. 

Якщо для матриць A і B виконується умова A·B=B·A, то A і B носять 
назву переставних. 

 
Вправа 4. 
Відшукати усі матриці того ж розміру переставні з матрицею 









=

34

73
A . 

Припустимо, що матриця 







=

dc

ba
B  є переставною з матрицею A, 

тобто A·B=B·A. 
Запишемо добуток матриць: 
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=⋅
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dbca

db
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3434

7373

34
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BA ; 
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=⋅

dcdc

baba

db

ca

3743

3343

34

73
AB . 

Умова A·B=B·A потребує, щоб виконувались рівності 













+=+
+=+
+=+
+=+

dcdb

dcba

badb

baca

3734

4334

3773

4373

. 

Звідси adbc == ,
7

4
. Отже, матриця B має вигляд: 














= ab

ba

7

4B . 

Тут a, b – будь які числа. 
Можна довести, що (A·B)т=Bт·Aт, а  

det(A·B)=detA⋅⋅⋅⋅detB. (1) 
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ОБЕРНЕНА  МАТРИЦЯ  ТА  Ї Ї  ВИКОРИСТАННЯ  ДЛЯ  

РОЗВ ’ ЯЗАННЯ  СИСТЕМИ  ЛІНІЙНИХ  Р ІВНЯНЬ .  

Обернена  матриця  

При множенні квадратних матриць одинична матриця E грає таку ж 
саму роль, як цифра “1” при множенні чисел. Тому завжди A·E=E·A=A. 

Продовжуючи аналогію, з множенням, будемо вважати оберненою та-
ку матрицю A-1, для якої виконується A-1·A=A·A-1=E. 

З рівності (1) витікає detA·detA-1=detE=1, або 

A
A

det

1
det 1 =− . (2) 

Рівність (2) вимагає, щоб визначник матриці A не дорівнював нулю: 
detA≠0. 

Якщо ця вимога не виконується, то матриця A – вироджена, тобто та-
ка, що не має оберненої. 

Позначивши вихідну матрицю 





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa
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L

L

L
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22221

11211

A , можна по-

казати, що обернена матриця A-1 дорівнює 

A

A

A
A

detdet

1

21

22221

11211

1 adj
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AAA

AAA

nnnn

n

n
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⋅=−

L

L

L

L

, (3) 

де A ij – алгебраїчне доповнення відповідного елемента матриці A.  
Це твердження можна перевірити безпосередніми обчисленнями, тоб-

то помноживши A на A-1 зліва та справа. При цьому використовується влас-
тивість визначника третього порядку: 





≠
=

=++
ji

ji
aaa iiiiii

якщо0

якщоdet
332211

A
AΑA . 
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Вправа 5. 

Знайти матрицю C, обернену до матриці 
















−=
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211

021

A . 

У вправі 1 ми вже обчислили матрицю B=adjA - 
















−
−

−
=
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B . 

Обчислимо 15

103

211

021

det =−=A . Складаємо обернену матрицю: 
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−
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11AC . 

Безпосереднім множенням переконуємося, що 

E=
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. 

 

Роз в ’ я зок  системи  л ін ійних  р і внянь  з а  допомо гою  обер -
нено ї  матриц і  

Матриці дають можливість стисло записати систему рівнянь першого 
степеня: 









=++
=++

=++

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

. 

У загальному вигляді  
A·X=B. (4) 

Тут 
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aaa
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BXA . 

Якщо detA≠0, то одразу дістаємо розв’язок: 

BAXBAAXA ⋅=⇒⋅=⋅ −−− 111 . 

 
Вправа 6. 
За допомогою оберненої матриці знайти розв’язок системи рівнянь: 
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. 

Впровадимо позначення: 
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x

x

x

. 

Початкова система тепер має вигляд: A·X=B. 
Обчислимо визначник матриці A: 

2

931

421

111

det ==A . 

Зважаючи на те, що detA≠0, існує обернена матриця, а система має 
єдиний розв’язок. Відшукаємо обернену матрицю. Для цього обчислимо ал-
гебраїчні доповнення усіх елементів A: 

1
21

11
3

41

11
2

42

11

2
31

11
8

91

11
6

93

11

1
31

21
5

91

41
6

94

32

333231

232221

131211
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−=−===−=−=

==−=−===

AAA

AAA

AAA

 

Отже, долученою до матриці A матрицею є 
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=

121

385

266

adjA . 

Враховуючи, що detA=2, оберненою матрицею є 
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2
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1
2
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5

133
1A . 

Помноживши обидві частини матричного рівняння на A-1 зліва, діста-
ємо X=A-1·B, або 

















−
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2
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1
2
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5
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X . 
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      РАНГ  МАТРИЦІ .  ТЕОРЕМА  КРОНЕКЕРА -
КАПЕЛЛІ  

Нехай задано матрицю A=(aij), i=1,...,m, j=1,...,n. Виділимо в матриці 
будь які k рядків і стільки ж стовпців, де k – число не більше чисел m i n, 
тобто k≤min(m,n). 

Визначник порядку k, складений з елементів, що стоять на перетині 
виділених рядків і стовпців, називається мінором k-го порядку матриці A. 

Рангом r(A) матриці A називається найбільший з порядків її мінорів, 
відмінних від нуля. 

Безпосередньо з означення випливає: 
1. Ранг існує для будь-якої  матриці, причому 0≤r(A)≤min(m,n). 
2. r(A)=0 тоді і тільки тоді, коли A=0. 
3. Ранг квадратної матриці n-го порядку дорівнює n тоді і тільки 

тоді, коли матриця невироджена. 
На цих правилах базується метод знаходження рангу матриці. 
 
Вправа 7. 
Знайти ранг матриці 





















−−
−−

−−
−−

=

73241

56254

30112

13123

A . 

Перетворимо матрицю A таким чином, щоб усі елементи будь якого 
стовпця (наприклад третього), крім елемента a13 обернулися на нуль. Для 
цього до другого рядка додаємо перший, до третього додаємо перший, пом-
ножений на –2, до четвертого додаємо третій. Отримаємо 





















−
−−
−−
−−

=

23015

30012

23015

13123

A . 
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Далі перетворимо матрицю A таким чином, щоб усі елементи 

четвертого стовпця, крім елементів a14 та a24 обернулися на нуль. Для цього 
до четвертого рядка додаємо другий, помножений на –1. Отримаємо 





















−−
−−
−−

=

00000

30012

23015

13123

A . 

Ранг цієї матриці дорівнює 3, бо її мінор 3-го порядку відмінний від 
нуля: 

9

300

230

131

=
−
−−
−−

. 

 
Нехай задано систему m лінійних рівнянь з n невідомими: 













=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

L

L

L

L

2211

22222121

11212111

. 

Складемо основну матрицю A та розширену A
~

 матрицю даної систе-
ми: 





















=





















=

nmnmm

n

n

mnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

aaa

aaa

aaa

L

L

L

L

L

L

L

L

21

222221

111211

21

22221

11211

~
AA . 

Відповідь на запитання про існування розв’язку системи дає теорема 
Кронекера-Капеллі (наводимо без доведення). 

Для того, щоб система лінійних рівнянь була сумісною, необхідно і до-
статньо, щоб ранг її основної матриці дорівнював рангу розширеної мат-

риці. 
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Якщо при цьому ранги дорівнюють числу невідомих, то сис-

тема має єдиний розв’язок. Якщо ранги менші числа невідомих (але рівні 
між собою), то система має безліч розв’язків. 

 
Вправа 8. 
Дослідити, чи сумісна система 













=+−+
=−+

=−+−
=−−+

3245

03

1233

4334

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

. 

Складемо основну матрицю A та розширену  A
~

 матрицю цієї системи 

та знайдемо r(A), r(A
~

): 





















−
−
−−
−−

=





















−
−
−−
−−

=

31245

01013

12313

41334

~

1245

1013

2313

1334

AA . 

Елементарні перетворення запишемо таким чином: 

.3)r(

0000

0100

0010

0001

327000

112400

0010

0001

327000

112400

2730

0001

032700

011240

3270

0001

110210

011240

3270

0001

110210

1130

3270

1341

101021

1013

3027

1334

1245

1013

2313

1334

:)r(

=⇒





















↔





















↔





















−
↔





















−
↔





















−

↔





















−
−

↔





















−
−
−−

↔





















−
−
−−
−−

A

A

 



 18
 

.4)
~

r(

01000

00100

00010

00001

3867000

1101800

00010

00001

38327000

1191800

00010

00001

38003270

1100918

53027

41334

11101021

01013

53027

41334

31245

01013

12313

41334

:)
~

r(

=





















↔





















↔





















↔





















−
−−

↔





















−
−
−
−−

↔





















−
−
−−
−−

A

A

 
У відповідності з теоремою Кронекера-Капеллі ця система не є суміс-

ною. 
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ЗАДАЧІ  ДЛЯ  КОНТРОЛЬНИХ  ЗАВДАНЬ  

1. Знайти матриці B=adjA, якщо 

а) 
















=
931

421

111

A ;           б) 
















−
−=

012

213

111

A . 

2. Знайти добуток матриць A·B та B·A 

а) 
















−
−

−
=

















=
101

212

211

123

122

311

BA ; 

б) 
















−

−−
=





















 −

=
44511

11022

11215

341

175

012

111

BA . 

3. Відшукати усі матриці того ж розміру, переставні з матрицею  

а)   








−
−

13

12
;                         б) 









12

01
. 

4. Знайти усі матриці другого порядку, квадрат яких дорівнює ну-
льовій матриці другого порядку. 

5. Знайти обернені матриці для матриць 

а)   








− 97

53
;      б) 









dc

ba
      в)  

















−−−
−

145

234

121

 . 

6. За допомогою оберненої матриці знайти розв’язок систем рів-
нянь. 

а)  








=−−
=−+

=−+

62

9432

854

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;       б) 








=−+
−=−+

=−+

2294

12125

32

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

7. Знайти ранг матриці 
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а) 
















−−
−

−

03421

35121

54342

;           б) 





















−−
−−

−−
−

13122

24311

15301

20112

. 

8. При якому значенні a ранг матриці дорівнює трьом? 

а) 





















−
−−

−−
−

a1322

41212

43211

31321

;           б) 





















−
−−

−−
−−

aa500

54134

13213

31221

. 

9. Дослідити, чи сумісна система 

а) 













=++
=++
=+−

=−+

3223

523

0323

132

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

       б) 













=+−+
=+−+

=+−+
=+−+

62233

124358

6234

422

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 . 
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ІНДИВІДУАЛЬНІ  ДОМАШНІ  ЗАВДАННЯ  

ІДЗ  №1  

Є дві матриці A і B. Знайти  а) A·B;   б) B·A;    в) A-1. 

1. 
















−

−
=

















−
−

−
=

211

052

110

121

642

414

BA ; 

2. 
















−
=

















−
−

=
214

231

441

210

351

243

BA ; 

3. 
















−

−
=

















−

−
=

112

620

171

332

154

043

BA ; 

4. 
















−

−
=

















−
−=

211

145

022

353

421

121

BA ; 

5. 
















=
















=
061

217

553

110

231

162

BA ; 

6. 














 −
=

















=
173

112

210

434

633

522

BA ; 

7. 
















−
=

















−
−−
−−

=
231

720

103

243

678

312

BA ; 

8. 
















=
















−
−−

−
=

291

260

133

221

413

432

BA ; 
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9. 
















−
−

−
=

















=
323

504

234

B

110

231

162

A ; 

10.  
















−
−−

=
















−

−
=

121

453

212

113

342

653

BA ; 

11.  
















−−

−
=

















=
121

332

111

434

633

522

BA ; 

12. 














 −
=

















−
−
−

=
173

112

210

148

131

215

BA ; 

13. 
















−
−

=














 −
=

221

173

545

434

603

521

BA ; 

14. 
















−−

−
=

















=
121

332

111

503

421

245

BA ; 

15. 
















=
















−
=

201

123

523

722

234

013

BA ; 

16. 
















−
=

















−−
−−

=
161

135

072

2310

155

118

BA ; 

17. 
















−
−

=
















−
−

−
=

203

581

201

324

381

273

BA ; 
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18. 
















−
−

=
















−

−
=

403

591

301

574

153

013

BA ; 

19. 
















−−
=

















−
−=

312

121

551

353

421

121

BA ; 

20. 
















−=
















−
−−

=
321

135

157

014

507

485

BA ; 

21. 
















−
−

−
=















 −
=

147

465

400

011

351

158

BA ; 

22. 
















−
−

=
















−

−
=

203

581

201

574

153

013

BA ; 

23. 
















=
















=
291

260

133

122

013

376

BA ; 

24. 
















=
















−=
254

291

256

230

494

371

BA ; 

25. 
















−
−=

















−−=
465

103

453

7110

111

796

BA ; 

26. 
















=
















−
−
−

=
987

654

321

765

432

543

BA . 
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ІДЗ  №2  

Дослідити, чи сумісна система. При потребі розв’язати за допомогою 
оберненої матриці.  

1.  








=−+
=+−

=++

872

1353

42

zyx

zyx

zyx

 2. 








=−+
−=−+

=+−

5997

1637

28942

zyx

zyx

zyx

 3. 








=−
=+
=+

105

163

52

zy

zx

yx

 

4. 








=+−
=+−
=++

3651110

15235

15327

zyx

zyx

zyx

 5. 








−=−−
=++−

−=++

1924

36653

43

zyx

zyx

zyx

 6. 








−=++
=++

=−−

35

1243

032

zyx

zyx

zyx

 

7. 








=++
=++

=+−

1942

1125

93

zyx

zyx

zyx

 8. 








−=−
−=+−

−=−+

673

254

94

zy

zyx

zyx

 9. 








=++
=++

=−−

16234

1432

05

zyx

zyx

zyx

 

10. 








=−+
−=++

=−+

6352

10523

1263

zyx

zyx

zyx

 11. 








=−+
=++

=++

4234

1023

82

zyx

zyx

zyx

 12. 








=+
−=−+

=−−

1772

8543

332

zy

zyx

zyx

 

13. 








=−+
=++

=++

4234

1023

82

zyx

zyx

zyx

 14. 








−=+
−=−

−=−−

2

12

22

zy

yx

zyx

 15. 








=−−
=−+

=−+

62

9432

854

zyx

zyx

zyx

 

16. 








=−+
−=−+

=−+

2294

12125

32

zyx

zyx

zyx

 17. 








−=−+
−=++

−=++

552

13538

932

zyx

zyx

zyx

 18. 








=−
=++

=+−

32

52

0

zy

zyx

zyx

 

19. 








−=+
=++−

=+

23

52

32

zx

zyx

yx

 20. 








=+−
−=+−

=+−

1

135

342

zyx

zyx

zyx

 21. 








=+
−=−+

=−−

1772

8543

332

zy

zyx

zyx

 

22. 








=++
=+−
=+−

21325

053

452

zyx

zyx

zyx

 23. 








−=+
−=−+

−=−

2

22

12

zy

zyx

yx

 24. 








−=−
=++

=−+

3

12

024

zy

zyx

zyx
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25. 








=+
−=+
=−+

1

643

02

zx

zy

zyx

 26. 








−=+
−=−

−=−−

2

12

22

zy

yx

zyx

 27. 








=−+
=++

=++

4234

1023

82

zyx

zyx

zyx
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КОРОТКИЙ  УКРАЇНСЬКО -РОСІЙСЬКИЙ  ДОПОМІЖ -

НИЙ  СЛОВНИК  

Безпосередньо Непосредственно 
Відповідний Соответствующий 
Відшукати Отыскать 
Визначник Определитель 
Виконувати Выполнять 
Використати Использовать 
Вимога Требование 
Вихідна Исходная 
Властивість Свойство 
Впровадити Ввести 
Добуток Произведение 
Довести Доказать 
Доповнення Дополнение 
Загальний Общий 
Зважити Учесть 
Існування Существование 
Неможливо Невозможно 
Отримана Полученная 
Перетин Пересечение 
Приєднана Присоединенная 
Прямокутна Прямоугольная 
Розв’язок Решение 
Рядок Строка 
Стовпець Столбец 
Тобто То есть 
Узгоджена Согласованная 
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