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���������� ����� �����������	�	 ������� : ���	������� ���-
����� � ���	��	������	� ���	�� ��� �������	
 ���������� � ��	�	��-

����� ���������	���� 
��� �	�� 	������ / �	��. :  . !. "	
������, 
#. $. %����. – &�����	��� : '!(), 2011. – 152 �. 

(��	������� �������� �	������ 
 �����	� 
��� 	��	
�	� ��	����-

����� �������� �	 ����	������ ��������������	�	 � ����������	�	
��������� ��� �������	
 ��������	�	 � ��	�	�����	�	 �����
�����. 
������� ��������, ���
����� 	������ ��*���� �	���	����� � ����	
��
�������.

+	���
�����:      . !. "	
������, ��. 
���., 

        #. $. %����, ���. 

 �
. �� 
�����     ). #.  ���	
, �	�. 
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--#�#!�#

$ �
��� � �������	��	� 
��*�� *�	��, �
�����	� � ����	���������
������� � %	�	���	� ������� � �� 	��	
���� �	��	���� � �	����	
�-
��; �
�	�����	�	 
��*��	 	����	
����, 	�	��; ��������	��� ���	���-
��;� �����, �	�	��� �	�
	��;� �����	����� 
����	�
��� ��������
����, 
�����	� ���	���	
���� �� �	����� � ���	�	
. (��������� ������

����; �	�� 
 ������
���	������, ��������	-���������� � ������-

������ ������	
�����.  �� ����� ��� ��	��� 	������� ������ �� �	���	
	������ �	�����
���	�	 ���:��, �	 ����� ���	�	� �	�	�	 ������	
�-
��� � ������
	� ��������	 :��	� �	������	
�� �	����� � ��	����. 

%�� �	
������	� ���������� � �: ���
���� �	������� � 
���������-
��� �������	� ��� �� ��
	��	��� ��	����� 
 �������� 	������� ��	-


����	� ��������	���. 

���������� ����� ��������������	�	 � ����������	�	 ������-
���, – ���
��������� ��	�	� ��	�������	�	 ������� 	�����;?��	 ����
���� �	�����	
���� ��	����	
, �	�	��� 
 �:� ��	���	���. $ �������-
��	� ��������	��� 
����; �	�� ������ ���	������ 
	��	��	��� ���������
���������	� �	�����
	 
������ � ������������ ������
, �	���
 ���
��	� ������������ ������. &�	�� �	�	, 
�� ��	����� 
 ����	�� ��	���	-

��� ����� 	����	�, �	 ���	�	��� �������������� �	������� ����������. 
+�	��	��� ��	��� ���������� �	��	�� �� 
 �	�, �	�� ����� ��	��
	���;
� �����
���� �: � ���;, � 
 �	�, ����; �� ������������� 
������ ��� 	�-

���������. ��� ��	� 
��	� ������� �		������ ����� ����� �����	
��-

�	� �������.  
9�	��� ���������������� ���
����� – 	��	 �� 	��	
��� 	�����

�����������	�	 ������
	������. @�� ��	��� �	�
	���� ������ 
��
	�-
�	���� ��������� ���	��, 	����
�;?�� ����		������� �
�����. -�-
����	
���� ��	��� ����������, ��������� ����, � ����� ���� �� ���-
��� 	������� ����� �
	����� � ��*���; ���������������� ���
�����. 

#���	�?�� �	�	��� ����	���
���� ��������� ���
�	� �	��� 	���-
��� 
	��	��	��� �	��	�	
����� � ���� ������	
���� �	 �������� «���-

�	����� ��	��
	��	�», «����	����� 	������:��	�	 ���������», «���-

�	����� ���������������� ���
�����» ����� 
��*�� ����������, � ���-
������ ��	�	� �	��� 	������ ��:� 
	��	��	��� 
��	����� �	���	��-
��� ���	��, �	�	��� �
��;��� 	���������	� ����; 	�:��	��� ��� ���-
���� ����� 
��*�� ����������. 

$ ����	� ���� �	�	��	 ���������
�;��� 	��	
��� ��	���������
�	�����, 	����������, ���	�����, �	��*	� 
������� ��������� ��*���;
����������� �������.  

)
�	�� 
�����;� ����	����	��� �	����� ������� 
��*�� ������-
���� �. �. �. ). #.  ���	
� �� ������ �������� � �	�	?� 
 ���	��. 



 5

1 ����(,#!�# ��(�$-(�!(.  

� �#/#!�0����� �!"1 $ � %

0������ ( )0f x ����
����� �	������� ��������	� (�������	�) 

������� ( )f x , ���� ��?���
��� ����� δ -	������	��� �	��
0

x , �	 ���


��� ( )0 0;x x xδ δ∈ − − �   0x x≠ 
��	�������   ����
����
	   ( ) ( )0f x f x<   

( ( ) ( )0f x f x> ). 

9	�� ��������� � �������� ������� ����
�;��� �	���� ������-
����. 

����������� 	
����� �
����	��. ,��� ������� ( )y f x= ����� 


�	��
0

x ���������, �	 �� ��	��
	���� 
 ��	� �	�� ��
�� ���; ��� �� ��-
?���
���. 

9	��, 
 �	�	��� ( ) 0f x′ = ��� ( )f x′ �� ��?���
���, ����
�;���

�����������. 

��
�������� 	
����� �
����	��

1. �����
0

x − ���������� �	�� ������� ( )y f x= ; ���� ��� �����	-

�� ���� ��� �	�� ���
� �����
	 ��	��
	����  ( )f x′ ������ ���� � ��;��

�� ����� (� ������ �� ��;�), �	 ������� ( )f x 
 �	��
0

x ����� ��������

(�������). 

2. ,��� ( )0
0f x′ = , ( )0

0f x′′ ≠ , �	 ������� ( )f x 
 �	��
0

x �����

���������, � �����	 ��������, ���� ( )0
0f x′′ < � �������, ����

( )0
0f x′′ > . 

#���	��*�� ������� ������� ( )f x �� ��	����
� X ����
�;�

��	������� ��������	�, � �� �������*�� ������� – ��	������� ����-

���	�. 

6�	�� ����� ��	������� ���������� ������� ( )f x �� 	������

[ ];a b , �� �	�	�	� 	�� �������
��, ���	: ����� ���������� �	��, ���-

�������?�� �����
��� ( );a b � 
������� ������� ������� 
 ���� �	-

���; 
������� ������� ������� 
 �������� �	��� 	������, �. �. ( )f a �

( )f b ; �� 
��� �	������� ������� 
������ �������*�� � ����	��*��. 

 �?�� ����� ��*���� ���������� ���� ���	
�: 
1) ������
��� 	�?�; �	�����, �	�	���, 
		�?� �	
	��, �
������

�������� �
�� ���������� ( ),z z x y=  (	�	�������, ����������, �	���

���� �������); 

2) ���	����� ���	
�� �����, ������
��
��� �
��� ����� �������-

���� x � y ; 

3) �	����
��� ���
����� �
��� 
 	�?�; �	�����, �	����� ����-
��; 	��	� ��������	� ( )z z x= ; 
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4) ���	��� ������
����; 	������ 	���������� ��	� �������; 

5) � �������   ( )z z x= ��������� ��	��; ���������	
. 

$ ���������� ������ �?� 
���	 
��������� �����, �	��� 
�����
���������
���	�	 ��	������� (	������, �	�������
��� ��� �����
���) 
	����
����� ��*� 	��� ���������� �	��  

0
x . ,��� 
 ��	� �	�� �����-

��
��� ������� ����� �	������� �������� (�������), �	 	� �
������ ��
����	��*�� (�������*��) ��������. 

1.1 )�	�����*����� ����*�

������ 1. #� �����	�� 2 6 11y x x= − + ����� �	��, �������� ���-
�����; 	� ����	� y x= −  (���. 1). $������� ��	 �����	����. 

"�*����

��
	��� 1 

����� (( )* *,x y − �	��, ��	
���
	��;?�� ������	�� ���	
�;. �	-

��	���� ( ����������� �����	��, �� �		������� ��	
���
	��;� ���
��-

��; �����	��, �. �.  ( )
2

* * *6 11y x x= − + , ( ( )( )2
* * *
; 6 11x x x− + . 

"����	���� 	� �	�� �	 ����	� 	����������� �	 �	�����

0 0

2 2

Ax By C
d

A B

+ +
=

+
. 
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0���*�� ���
����� ����	� y x= − 
 	�?�� 
���: 0x y+ = .  ��;��
1, 1, 0A B C= = = . �	����
�
 
����	 0 0,x y 
 �	����� �		������� �	��

(, �	����

( )( ) ( )
2 2* * * * *

2 2

1 1 6 11 0 5 11

21 1

x x x x x
d

⋅ + ⋅ − + + − +
= =

+
. 

"�*�� ���
����� ( )
2

* *5 11 0x x− + = , ���	���: 25 44 0D = − < , �. �.  


�������� ( )
2

* *5 11x x− + ��� 
��� *x ����� 	��� ����, � �����	

( )
2

* *5 11 0x x− + > . 9���� 	����	�,  

( )
2

* *
5 11

2

x x
d

− +
= . 

 ������ 	���������� ��	� ������� *x R∈ . 9�������� �����

�������*�� ������� ������� ( )*d x , ��� ��	�	 
������ �� ��	��
	���;: 

( )
*

* 2 5

2

x
d x

−
′ = . 

��	��
	���� ( )*d x′ ��
�� ���;, �	��� *2 5 0x − = , �. �.  * 2.5x = . 

9�� ��� ( )* 2d x′′ = , ( )* 0d x′′ > , �	 ��� * 2.5x = ������� ( )*d x �	���-

���� ��������, �	�	��� � �
������ �� �������*�� ��������. 9	���
* 22.5 6 2.5 11 2.25y = − ⋅ + = � ���������	� �����	���� ����� ����	� � ��-
���	�	�

( )
2

2.5 5 2.5 11
3.36

2
d

− ⋅ +
= ≈ . 

������ 2. 6���� �	�� ( )1,4M ��	
���� �����; ���, �	�� �����


����� �	�	��������� 	�����	
, 	��������� �; �� 	��� �		������, ����
�������*��. 0������� ���
����� ��	� ����	�. 
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"�*����

���
����� ����	� 
 	������� ����� 
��

1
x y

a b
+ = , 

��� 0, 0a b≠ ≠ , a � b − 
������ 	�����	
, 	��������� ����	� ��
	��� �		������. #�	��	���	, �	�� ����� S a b= + ���� ���������	�. 

-�
����� �	�� (, ����������?�� ����	� (���. 2); �	����
�� ��
�		������� 
 ���
����� � 
������ b : 

1 4 4 1 4 1 4
1; 1 ; ;

1

a a
b

a b b a b a a

−
+ = = − = =

−
. 

��
	��� 2 

�	����
�� ������� b 
 ����� S , �	���� ������; 	��	� ����-
����	�: 

( )
( )4 4 44 4

4
1 1 1

aa
S a a a a

a a a

− +
= + = + = + +

− − −
. 

 ������; 	���������� ����	� ������� �
������ ( )1 ;a ∈ ∞ . -����-

����  ������; ( )S a �� ���������. 

( )
( )

'

2

4
1

1
S a

a
= −

−
. 

,��� ' 0S = , �	
( )

( )
2

1 22

4
1, 1 4 1; 3

1
a a a

a
= − = � = − =

−
. 
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"�*���� 2 3a = ��	
���
	���� 	������ 	���������� �������.  

$������

( )
( )

( )
( )

3 3

8 8
; 3 1

1 3 1
S a S

a
′′ ′′= = =

− −
. 

 ��;�� �������, �	 2 3a = �
������ �	�	� ��������, �	�	���


 ����	� ����� �
������ �������*�� �������� �������; 
4 3

6
3 1

b
⋅

= =
−

� ���
����� ���	�	� ����	� ����� 
��

1
3 6

x y
+ =    ���   2 6x y+ = . 

������ 3. ��	
	�	�	�, ����� �	�	�	� l �, ��	��	���	 	�	�	����
������, ���;?�; �	��� ����	
	�	 ����	��. &���� �	���� ���� ������
�����, �	�� ��	?��� ������ ���� ����	��*��? 

"�*����

$
���� �����;?�� 	�	�������: R − ������, α − ����������� ��	�
����	
	�	 ����	�� (���. 3). 9	��� ��	?��� ������ 	����������� �	����	�

2

.
2

R
S

α
=

��
	��� 3 

�������� ������ 2P R L= + , ��� L  – ����� ���� ����	��. ����
��, 
�	  L Rα= , �	����

( )2 2P R R Rα α= + = + . 

�������� ������ �	���� �	
������ � ����	� ��	
	�	��, �. �.  

( )2 2
l

R l
R

α α+ = � = − . 
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�	����
�� 
�������� ��� α 
 �	����� ��	?���: 

( )
2

22
2 2

l R lR
S S R R

R

� �
= = − = −� �

� �
. 

�	����� ������� 	��	� ��������	� ( )S R ; ������ �� 	������

	����������: 0;
2

l
R

� �
∈� �
� �

. &�	�� �	�	, ��	��	���	, �	�� 
��	����	��

���	
�� ( ) 0S R > ;  ��	 ���	
�� 
��	������� �� 
��� 	������ 	����������

�������. 

#��	��� ��	��
	���; ������� ( )S R

( ) 2
2

l
S R R′ = − . 

( ) 0S R′ = ���
4

l
R = , � ��� ��� ( ) 2 0S R′′ = − < , �	 
 �	��

4

l
R = ����� ���-

�����, �	�	��� �
������ ����	��*�� �������� �������. 9���� 	���-

�	�, ��	?��� ������ ����� ����	��*��, ���� ������ ��
��
4

l
�. 

������ 4. #���� ��	�	�� ����	��	������ ����	��*�� ��	?���, 


������	�	  
 ������  
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = . 

"�*����  

$
���� ������� �		������, ��� �	�����	 �� ���. 4. 

����� 
��*��� ����	��	������ ) ����� �		������� * *,x y . ����-


��, �	 ��� �	�� ����������� ����� � �������, �����

( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2
* * *

2 2
* 2 * 2 *

2 2 2
1; 1 ;

x y x b
y b y a x

a b a a

� �
� �+ = = − = −
� �
� �

, 

(���������
��� ������� * *0, 0x y> > , ��� ��� �	�� ) ���	����� 
 ���
	�
�		�������	� ��
����). 9	��� ��	?��� ����	��	������ ABCD

( ) ( )
2 2

* * * * * 2 * * 2 *4
2 2 4 4

b b
S x y x y x a x x a x

a a
= ⋅ = ⋅ = ⋅ − = ⋅ − . 
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��
	��� 4 

 ������; 	���������� ������� ( )*S x �
������ ( )* 0;x a∈ , �	��	��-

�� ��� * 0x = � *x a= ����	��	����� 
��	������� 
 �����;. -��������

������; ( )*S S x= �� ���������. 

( ) ( )
( )

( )
*

2 2
* 2 * * 2 *

2
2 *

4 2 4

2

b x b
S x a x x a x

a a
a x

� �
− �� �′ = − + ⋅ = − −�� � �� �−

� �

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2 2 2
* 2 * * 2 *

2 2 2
2 * 2 * 2 *

24 4x a x x a xb b

a a
a x a x a x

�
− − −�

− = ⋅ = ⋅�
�− − −
�

. 

��	��
	���� ( )*S x′ ��
�� ���;, �	��� ( )
2

* 22 x a= ��� *

2

a
x = ± ; 

��	��
	���� ( )*S x′ �� ��?���
��� 
 �	��� *x a= ± . 9	�� *

2

a
x = ���-

�������� 	������ 	���������� � ��� �����	�� ��������� *x ���� ��� �	-

�� ��	��
	����  ( )*S x′ ������ ���� � ��;�� �� �����, �	��	�� �������

( )S R 
 ��	� �	�� ����� ��������. �	��	���� �	�� ��������� ����-

��
�����, 
 ��� ������� ( )*S x �	������� ����	��*��	 �������.  #�����

��	�	�� ����	��	������ ABCD : 

2

22 2
2 ; 2

2 2

a b a
AB a BC a b

a

� �
= = = − =� �

� �
. 
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������ 5.  ��	 ����� �	��� ����	��	������, ��
��*���	�	 �	-

������	�. �������� 	��� ��
�� 15 �. ��� ���	� ������� �	������� 	��	
����� ��	������� ����	��*�� �	�����
	 �
���? 

"�*����

����� R − ������ �	�������, ��	�	�� )$ ����	��	������ )$CD 

	�	����� a , ��	�	�� $+  ����� ��
�� 2R  (���. 5). 

 ��	 ����� ��	������� ����	��*�� �	�����
	 �
��� 
 �����, ����
��	 ��	?��� ����� ����������	�. ��	?��� 	��� �	��	�� �� ��	?����
����	��	������ � �	�������, �.�.  

21
2

2
S R a Rπ= ⋅ + , 

� ��	 ��������  

2 2P R a Rπ= + + . 

��
	��� 5 

�	 ���	
�; �������� 	��� ��
�� 15 �., �. �.  

2 2 15R a Rπ+ + = , 

	��;�� 
������ a � �	����
�� 
 �	����� ��� ��	?���: 

7.5
2

R
a R

π
= − − ; 

2
2 21

2 7.5 15 2
2 2 2

R R
S R R R R R

π π
π

� �
= ⋅ − − + = − −� �

� �
. 
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 ������; 	���������� �	�����	� ������� �����
15

0;
2

R
π

� �
∈� �

+� �
. 

&�	�� ��	�	, ��	��	���	, �	�� 
��	����	�� ���	
�� ( ) 0S R > , �. �.   

2
215 2 0

2

R
R R

π
− − > , 

	�����
15

0;

2
2

R
π

� �
� �

∈� �
� �+
� �

. @�	� ��	�����	� 
�	��� 
 	������ 	����������, 

�	��	��, 	�	�������	, 
15

0;
2

R
π

� �
∈� �

+� �
. 

#����� ��	��
	���; ������� S : 

( )15 4 15 4S R R Rπ π′ = − − = − + . 

��	��
	���� ��
�� ���; 
 �	��
1

15

4
R

π
=

+
. 9�� ��� ( )4S π′′ = − + , 

�	 ����*� ����, 1R �
������ �	�	� ��������� ������� S � ��
����	��*�� ��������. +���	
������	, 	��	 ����� ��	������� ����	��-

*�� �	�����
	 �
��� ���
15

2.1
4

R
π

= ≈
+

�. 

������ 6. $ ���	� 	��	*���� ���	����� ����	��*�� ��	?��� ��
-
�	�������	�	 �����	������, 
������	�	 
 ����, � ��	?��� ��	�	 �����? 

"�*����  

 �	����� ��	�	�� �����	������ +$ = a , )$ = )+ = b � ������
	�����	���  ) = R  (���. 6).  

��
	��� 6 
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9	���
2

a
HB = . ����
�� �	, �	 ����� 	�����	���, 	������	� 	�	�	

�����	������, �
������ �	�	� ���������� ���������� �������������	


� ��	�	��� �����	������, 
2

b
AK = , ��	� AKO ����	� �

2
2

4

b
OK R= − �	

��	���� �����	��. ��	?��� �����	������

2

4

ab
S

R
∆ = , 

� ��	?��� �����

2

��
S Rπ= . 

�����	
�� �
��� ����� ����
������� ����������� ,a b � R . '��
��	�	 �����	���� �
� ����	��	����� �����	������: ABH � AOK . @��
�����	������ �	�	��� �	 ���� �����, ����	
������	, 

HB AB

KO AO
=       ���      

2
2

2

4

a
b

RbR

=
−

; 

	��;��

2
2

2 22 44
bb R b R b

a
R R

− −
= = ; 

3 2 2

2

4
.

4

b R b
S

R
∆

−
=

-�������� S∆ �� ���������, ��� ������; ��������� b .  ������;

	���������� ��	� ������� �
������  �����
�� ( )0; 2R . #��	���

( )
( ) ( )2 2 2 43

2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 421
3 4

4 2 4 4 4

b R b bb b
S b b R b

R R b R R b
∆

− −� �⋅ −
′ = − + = =� �

− −� �

( )2 2 22 2 4

2 2 2 2 2 2

33

4 4

b R bR b b

R R b R R b

−−
= =

− −
, 
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	����� �������, �	 ( ) 0S b∆
′ = ��� 1 3b R= , 2 0b = � ( )S b∆

′ �� ��?���
���

��� 3 2b R= . #	 ( )2 0; 2b R∉ , ( )3 0; 2b R∉ . 9	�� 1 3b R= �
������ �����-

���	�, ��� �����	�� ���� ��� ��	��
	���� ( )S b∆
′ ������ ���� � ��;�� ��

�����, �	��	�� ������� ( )S b∆ 
 ��	� �	�� ����� �	������� ��������, 

�	�	��� �
������ ����� ����	��*�� �������� ��	� �������. #����� ��-
���� ����	��*�; ��	?��� ��
�	�������	�	 �����	������ � 
������ 	�-
�	*���� ��	?���� �����	������ � �����. 

( )
( ) ( )

3 2
2

3 2

1 2 2

3 4 3 3 3 3 3

4 4 4

R R R R R R
S b

R R
∆

− ⋅
= = = ; 

2

2

3 3
3 34
4

��

R
S

S Rπ π
∆ = = . 

������ 7. #� �������  2 22 18x y+ = ���� �
� �	�� ( )1,4A � ( )3,0B

(���. 7). #���� �� ����	� ������� �����; �	�� + ����;, �	�� ��	?���
�����	������ )$+ ���� ����	��*��. 

"�*����

��
	��� 7 

 �	����� �		������� ���	�	� �	�� + x � y. ��	?��� �����	��-
���� ABC �������� �	����	�

1

2
S AB AC= ×

���� ����
. 
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#����� �		������� 
���	�	
 AB
����

� AC
����

� 
������ �� 
���	��	�
��	��
������: 

{ } { }3 1, 0 4 2, 4 ;AB = − − = −
����

{ }1, 4 ;AC x y= − −
����

( ) ( )( )( ) ( )2 4 0 2 4 4 1 4 2 12

1 4 0

i j k

AB AC y x k x y k

x y

× = − = − − − − = + −

− −

���� ����
. 

9	���

( )
21

4 2 12 2 6
2

S x y x y= + − = + − . 

"����	���� �
� �����: 
1) 2 6 0x y+ − > , 	��;�� 6 2y x> − , �	��� �	�� + ���	����� 
 	���-

��� (1) (���. 7); 

2) 2 6 0x y+ − < ��� 6 2y x< − , �	��� �	�� + ���	����� 
 	������
(2). 

 �
���	, �	 �����	����� )$+ ����� ����� ����	��*�; ��	?��� 

����� ����	�	����� �	�� + 
 	������ (2), �	��	�� 
 �������*�� �����
���������
��� ������;

( )2 6 6 2S x y x y= − + − = − − . 

�	��	���� �	�� + ����������� �������, �� �		������� ��	
���
	-

��;� ��
����
� 2 22 18x y+ = ��� 218 2y x= ± − . �	����
�
 ������� y 

������; S , �	���� ������; 	��	� ��������	�

26 2 18 2S x x= − ± − . 

#�	��	���	 ����� ����	��*�� ������� ��	� �������.  ������
	����������  ������� ( )S x [ )3; 3x∈ − . #����� ���������� �	�� ����-

���, ����������?�� �������	�� �	�������
���:  

2 2

4 2
2 2

2 18 2 18 2

x x
S

x x

−
′ = − ± = − ±

− −
. 

�����
��
 S′ � ���;, ���	���: 

2

2
2

18 2

x

x
± = −

−
   ���   

2
1

18 2

x

x
± = −

−
. 
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$	�
���� 	�� ���� ��
����
� 
 �
�����: 

2
2 2 2 2

2
1; 18 2 ; 3 18; 6; 6

18 2

x
x x x x x

x
= = − = = = ±

−
. 

$������ �		�
����
�;?�� ������� y : 

( ) ( )
2 2

1 218 6 6; 18 6 6y y= − ± = = − − ± = − . 

9���� 	����	�, �	���� ����� ���������� �	��: ( )1 6; 6M , 

( )2 6; 6M − ,  ( )3 6; 6M − , ( )4 6; 6M − − , ����� �	�� 1M �� ���-

�������� 	������ (2). S′ �� ��?���
��� 
 �	��� 3x = ± , 	��� �� �	�	���
�
������ ������	� �	�	�, � ������ �� ����������� 	������ 	����������
�������. 

$������ ������� ������� 6 2S x y= − − 
 ���������� �	��� � 

�������� �	��� 	������ 	����������. 

( )6; 6 6 2 6 6 6 6S − = + − = + ; 

( )6; 6 6 2 6 6 6 6S − = − + = − ; 

( )6; 6 6 2 6 6 6 3 6S − − = + + = + ; 

( )3; 0 6 2 3 0 12S − = + ⋅ − = . 

#���	��*�� �������� ������� �
������ ( )6; 6 6 3 6S − − = + , 

�	��	�� ( )6; 6C − − − ������ 
��*��� �����	������ ABC . 

������ 8.  �A�� ���
����	� �����	���	� ������ ��
�� 0V . &��	
�
�	���� ���� ��	�	�� 	��	
����, �	�� �	���� �	
����	��� ������ ����
�������*��? 

"�*����

����� � – ��	�	�� 	��	
���� ���
����	� �����	���	� ������, l  - ��

����	, �	��� 	�A�� ������
2 3

4

a
V l= ⋅ . -� ���	
��

2

0

3

4

a
l V⋅ = , �. �. 

0

2

4

3

V
l

a
= . �	���� �	
����	��� ���
����	� ������ �������� �	����	�

2 3
2 3

4

a
S al= ⋅ + . 
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�	����
�
 �;�� 
�������� ��� l , �	����

2 2

0 0

2

3 4 3 12
3

2 23 3

a V a V
S a

a a
= + ⋅ = + . 

9�����, �	��� ������� S �������
���� ��� ������� 	��	� �������-

�	� a , ����*�� �� 	������ 	����������: 0a > . 

#����� ���������� �	�� ����	� �������, �����: 

0

2

12
3

3

V
S a

a
′ = − ; 


 ���� ��	��	����� ���	
�� ���������� ���	���  

30 0 3
0 02 2

12 12
3 0; 3 ; 4 ; 4

3 3

V V
a a a V a V

a a
− = = = = . 

�	��	���� 0

3

24
3 0

3

V
S

a
′′ = + > , �	 ��������� �	�� �
������ �	�	�

��������, � ����� �������*�� �������� �������. 9���� 	����	�, ��	-

�	�� 	��	
���� ���
����	� �����	���	� ������ � �������*�� �	��	� �	-


����	���; 3
04a V= . 

������ 9. 9�������� ���	�	
��� �������� ������������� ��� �
�	��	� �	
����	���;, ��
�	� S . &��	� �	���� ���� 
��	�� ����, �	��
��	 	�A�� ��� ����	��*��? 

"�*����

 �	�����  ������ �������� R , � ��	 
��	�� H . �	���� �	
���-

�	��� �������� 22 2S RH Rπ π= + , 	��;��
2

S
H R

Rπ
= − .  �A�� ��������

2V R Hπ= ���, ����
�� �������	� 
�������� ��� H ,  

2 3

2 2

S SR
V R R R

R
π π

π
� �

= − = −� �
� �

. 

��� 0R = ������� 
��	������� 
 �����;, � ���
2

S
R

π
= − 
 ����. 

�	��	�� 	������; 	���������� ������� ( )V R �
������ 0;
2

S
R

π

� �
∈� �
� �

. 

���	
�� ( ) 0V R > 
��	������� �� 
��� 	������ 	����������. 
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#����� ��	��
	���; ������� ( )V R : 

23
2

S
V Rπ′ = − . 

��	��
	���� ��
�� ���;, �	���
6

S
R

π
= , � ��� ���

6 , 0
6

S
V R Vπ

π

� �
′′ ′′= − <� �

� �
, �	 
 �	��

6

S
R

π
= ������� V �	������� ���-

������, �	�	���, �	��	���� ���������� �	�� �� �����
��� ������
��-

���, � �
������  ����	��*�� �������� �������. $������ 
��	�� ����, 
�		�
����
�;?�; ����	��*��� 	�A���: 

6 3 3 2

6 6 2 62 6 62
6

S S S S S S S S S
H

S S

π

π π π ππ π ππ π

−
= − = − = − = = . 

������ 10. �������� ��
�	�������	�	 �����	������ ��
�� 2 p . &�-
�	
� �	���� ���� ��	 ��	�	��, �	�� 	�A�� �	����, 	����	
���	�	 
��-
?����� ��	�	 �����	������ 
	���� 
��	��, 	��?���	� �� 	��	
����, ���
����	��*��? 

"�*����

$
���� 	�	�������: 	��	
���� ��
�	�������	�	 �����	������
)+=�, ��	 �	�	
�� ��	�	�� )$ = $+ = b  (���. 8).  

��
	��� 8 

�	 ���	
�; �������� �����	������ ��
�� 2 p , �. �. 2 2a b p+ = , 	�-

����
2

a
b p= − .  �A�� �	���� 	����������� �	 �	�����

21

3
V R Hπ= . 
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0���� R − ������ 	��	
���� �	����, 	� ��
�� �	�	
��� ��	�	�� )+

�����	������, 
2

a
R = ; H − 
��	�� �	�����	�	 �	����, �	
������ � 
��	�	�

�����	������ )$+. 6�	�� ����� 
��	��, ���	������ ��	���� �����	�� ���
����	��	���	�	 �����	������ BCN :  

2 2BN BC CN= −     ���   

2 2

2 2
2 2

a a
H p p pa

� � � �
= − − = −� � � �

� � � �
. 

�	����
�� �	������� 
�������� ���  R � H 
 �	����� 	�A���
�	����

2
2 2 21

3 4 12

a
V p pa a p pa

π
π= ⋅ − = ⋅ − . 

 ������; 	���������� �	�����	� ������� �
������ �����
��
( )0; 2 p . 9�������� ����� ����	��*�� ������� ������� ( )V a �� ��	� ��-

���
���. $������ ��	��
	���; ������� ( )V a � �����
���� �� � ���;. 

( )
( )2

2 2

2 2

4
2

12 122 2

p pa pap a
V a a p pa a

p pa p pa

π π� � − −−
′ = − + ⋅ = ⋅ =� �

� �− −� �

( )
2

4 5

24

a p ap

p pa

π −
= ⋅

−
. 

( ) 0V a′ = �	��� 0a = ���
4

5

p
a = ; ( )V a′ ��?���
��� 
	 
��� �	���

	������ 	����������. 0a = �� ����������� �����
��� ( )0; 2 p . $ �����-

���	� �	��
4

5

p
a = ��	��
	���� ( )V a′ ������ ���� � ��;�� �� �����, 

����	
������	, 
 ��	� �	�� ������� ( )V a ����� �������� � �	�������

�
	��	 ����	��*��	 �������.  �A�� �	���� ����� ����	��*��, �	���
4

5

p
a = . #����� �	�	
�; ��	�	�� �����	������:  

2 3

2 5 5

a p p
b p p= − = − = . 

������ 11. -� ����� 
������ ����	� � ����������� ���	� α . 

-� ����	�� �
������ �	������� �	
����	��� (���. 9). ��� ���	� �������
���� α 	�A�� �	�����	�	 �	���� ����� ����	��*��? 
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"�*����

��
	��� 9 

����� SB R= − ������ ����	
	�	 ����	��.  �����;?�� �	���� SB

�	
������ � ������	� ����	
	�	 ����	��; ����� ���� ����	�� �	
������ �
����	� 	�����	���, ����?�� 
 	��	
���� �	����, �. �. 2SB KBα π⋅ = ⋅ ���

2R KBα π⋅ = ⋅ , 	��;��
2

R
KB

α

π
= .  �A�� �	����

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 21 1

3 3
V KB SK KB SB KBπ π= ⋅ = −

���, � ���	� 

������� 	�	������� � 
��	������� ���	����	
����, 

2 2 2 2 3
2 2 2 2

2 2 2
4

3 4 4 24

R R R
V R

π α α
α π α

π π π
= ⋅ − = ⋅ − . 

-�������� ������; V �� ��������� ��� ������; ��������� α ���
���	
��, �	 	������ 	���������� ��	� ������� ( )0; 2α π∈ . 

( )
3

2 2 2

2 2 2

2
2 4

24 2 4

R
V

α
α α π α α

π π α

� 	−
′ = ⋅ − + ⋅ =
 �

−� 

( ) ( )2 2 2 2 23 3

2 22 2 2 2

2 4 8 3

24 244 4

R Rα π α α α π α

π ππ α π α

� 	− − −� = ⋅ = ⋅
− −

. 
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,�����
���	� ��������	� �	�	�, ��	
���
	��;?�� 	������ 	���-

������� ������� �
������ �	��
2 2

3

π
α = . ��� �����	�� ��������� α

���� ��� �	�� ��	��
	���� ( )V α′ ������ ���� � ��;�� �� �����, �	��	��

���
2 2

3

π
α = ����� ��������, � ����� ����	��*�� ������� �������

V .9���� 	����	�, 	�A�� �	�����	�	 �	���� ����� ����	��*��, ����

2 2

3

π
α = .  

������ 12. "����� ����	 �������
����� � 	���	
� ) �� 	���	
 $
(���. 10). 6�	�� �	�	����� �
	� ������ 	� �	���� �	����� �� ����	� ��-
���� MN. #���� ���������*�� ���� ������ 1 2s s s= + , ���� a = 1 ��, 

b =1.5 ��, H = 2 ��, h =1.5��, L = 3.5 ��. 

"�*����

��
	��� 10 

����� ����� �	����� �� ����	� ������ MN 
 �	�� O .  �	�����
�����	���� ����� �	���� M � O x . 9	���  1 ,PO PM MO x= + = +

OQ PQ PO= −   3.5 1 2.5x x= − − = − .  

����, ��	������� �����	�, �������
���� �	�	� ������; 1 2s s s= + . 

#����� 1s � 2s �� ����	��	����� �����	�����	
 APO � BQO . 

2 2
:APO AO AP PO∆ = +    ���   ( )

22 2

1
2 1 2 5s x x x= + + = + + ; 

2 2
:BQO BO OQ BQ∆ = +    ���   ( )

2 2 2

2
2.5 1.5 5 8.5s x x x= − + = − + . 



 23

9	���

2 22 5 5 8.5s x x x x= + + + − + . 

#����� 	������ 	���������� ��	� �������. �	��	������ 
�����-
��� 
 ������� ( )s x �	��*� ���� ��� 
��� x . 9	�� O ����������� 	����-

�� MN , 1.5 1 0.5MN = − = , �	��	��  ��	��	���	 ����� ����	��*�� ����-

��� ������� ( )s x ���  [ ]0; 0.5x∈ . $������ ��	��
	���; �������: 

2 2 2 2

2 2 2 5 1 2.5

2 2 5 2 5 8.5 2 5 5 8.5

x x x x
s

x x x x x x x x

+ − + −
′ = + = +

+ + − + + + − +
. 

�����
��
�� ��	��
	���; � ���; � 
	�
	�� 	�� ���� ��
����
�

 �
�����, �	����: 

( ) ( )
2 2

2 22 2

1 2.51 2.5
; ;

2 5 5 8.52 5 5 8.5

x xx x

x x x xx x x x

+ −+ −
= =

+ + − ++ + − +

( ) ( ) ( ) ( )2 22 21 5 8.5 2.5 2 5 ;x x x x x x+ ⋅ − + = − ⋅ + +

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
1 2.5 2.25 2.5 4 1x x x x+ ⋅ − + = − ⋅ + + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

1 2.5 2.25 1 4 2.5 2.5 1x x x x x x+ − + + = − + − + ; 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22.25 1 4 2.5 ; 2.25 2 1 4 6.25 5 ;x x x x x x+ = − + + = − +

2 21.75 24.5 22.75 0; 14 13 0x x x x− + = − + = . 

&	����� �	�����	�	 ��������������	�	 ���
����� �
��;��� ��-
�� 1 � 13, �� 	��	 �� �	�	��� �� ����������� 	������ [ ]0; 0.5 . �	��	��


������ ������� ������� ( )s x �� �	���� ��	�	 	������ � �� �	����-

��� ���� 
������ ����*��. 

( )0 5 8.5 5.15s = + ≈ ; 

( ) 2 20.5 0.5 2 0.5 5 0.5 5 0.5 8.5 6.25 6.25 5s = + ⋅ + + − ⋅ + = + = . 

+���	
������	, ���� ������ ����� ������*��, ���� 	� ��� �	�	�-

����� �����	
 
�������� 
 �	�� N .  



 24

$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1. #���� ��	�	�� ����	��	������ ����	��*��	 ���������, 

������	�	 
 �	��	�����	��� ������� R .  

( �
��: 
4 5

5

R
�

5

5

R
.) 

$������ 2. ��	
	�	�� ����	; l �	����� 
 ����	��	�����. &��	
�
������� ��	�	 ����	��	������, ���� ��	 ��	?��� ����	��*��?  

( �
��: ,
4 4

l l
.) 

$������ 3.  -� ������, 	��������	� ���
	� 3y x= � �������
4, 0x y= = , 
������� ����	��	����� ����	��*�� ��	?���;.  

( �
��: 9.22S = .) 

$������ 4. #���� ����	��*�� 	�A�� ��������, � �	�	�	�	 �	����
�	
����	��� ��
�� S . 

 ( �
��: 
3 6

S S
V

π
= .) 

$������ 5. #���� ������ �	���� �������*��	 	�A���, 	������	�	
	�	�	 �������� ������	� R  (��	��	��� 	��	
���� �������� � �	����
�	���� �	
������).  

( �
��: 1.5R .) 

$������ 6. $ ���	� 	��	*���� ���	����� �������*�� 	�A�� �	����, 
	������	�	 	�	�	 *��� � 	�A��� *���?  

( �
��: 2.) 

$������ 7. $ ���	� 	��	*���� ���	����� 	�A�� �	���� � ����	��-
*��� 	�A��� ��������, 
������	�	 
 �	���? 

( �
��: 
9

4
.) 

$������ 8. #���� 	��	*���� ����� 	�A��	� *��� � ����	��*��
	�A��	� ��������, 
������	�	 
 *��.  

( �
��: 3 .) 

$������ 9. $ ���	� 	��	*���� ���	����� ��	?��� �	
����	��� *�-
�� � ����	��*�� ��	?��� �	
����	��� ��������, 
������	�	 
 *��? 

( �
��: 
4

1 5+
.) 
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1.2 ����	���� ��	���	��	+ � ����*�2 3����� � ����
��

$���*� �� ��������

1. ������� 
����
�� � 
����
�� � �������� ������ �������. �����
���	� ����	������	�	 �
������ ����������	� �	�� ����� 
�� ( )s s t= , 

��� t  – 
����. +������ ��	�	��� �	�� �� ��	�����	� 
������ 	� 1t �	 2t


��������� �	 �	�����

( ) ( )2 1

2 1


�

s t s ts
v

t t t

−∆
= =

∆ −
. 

+�	�	��� 
 �������� �	���� 
������ (��� ���	
����� ��	�	���) �	-

�����	 �������	�� ������ ��	��
	��	�  

( ) ( ) ( )���v t v t s t′= = . 

2. �	��, ���������� ������. ����� ����� ���	� ����	������	�	
�
������ ����������	� �	�� ( )s s t= , t  – 
����. 6�	�� 
������� ����, 

��	������� �	�	� �	 �	��	� 	����	
��, ����:� �	���� 
������ t , 
 �	-

�	��� ��	�	��� �	�� ( ) 0v t = . +	�����	 �. 1 

( ) ( )v t s t′=

"�*�� ���
����� ( ) 0s t′ = , ���	��� �	���� 	����	
�� �	�� *t . 9	-

��� ( )*s t  – ����, ��	������� �	�	� �	 	����	
��. 

3. �
�������. ����� ������������ �	�� �
������ ����	������	 �	
��	�	���; ( )v v t= . 9	��� ���	����� �	�� 
 �������� �	���� 
������


��������� �	 �	�����

( ) ( )a t v t′= . 

,��� ���	� �
������ �	�� ����� 
 
��� ( )s s t= , �	  

( ) ( )a t s t′′= . 

4.  ��!�������� ���"����. ����� ����� ���	� 
��?���� ���������-
�	� �	�� ( )tα α= . 9	��� ���	
�� ��	�	��� �	�� ��
��

( ) ( )t tω α ′=

� ���	
	� ���	�����

( ) ( )a t tα ′′= . 
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������ 13. ����� ������������ �	�� �
������ �	 ���	��
( ) 3 26 37 30s t t t t= − + + + . #���� ����	��*�; ��	�	��� �	�� � �	���� 
��-

����, 
 �	�	��� ��	�	��� ����	��*��. 

"�*����

#���:� 	������ �	�������� ������� ��� ��������� t . 9�� ���
�	���	 
��	������� ����
����
	 ( ) 0s t ≥ , �	 �����

3 26 37 30 0t t t− + + + ≥ , 

( )( )( )1 3 10 0t t t− + + − ≥ . 

"�*�� ����
����
	 ���	�	� �����
��	
, ����:� ( ] [ ]; 1 3;10t ∈ −∞ − ∪ − . 

����
�� �	 0t ≥ , 	�	�������	 �	���� [ ]0;10t ∈ . 

#���:� ��	�	��� �	��, ���	����� �. 1 

( ) ( )3 2 2
6 37 30 3 12 37v t t t t t t

′= − + + + = − + + . 

-�������� �	������; ������; �� ����	��*�� ������� �� 	����-
�� [ ]0;10t ∈ . #���:� ���������� �	��

( ) ( )2
3 12 37 6 12v t t t t

′′ = − + + = − + , 

6 12 0t− + = , 

2t = . 

$������ ������� ���������	� ������� 
 ��������	� �	�� � ��
�	���� 	������ [ ]0;10

( ) 22 3 2 12 2 37 49v = − ⋅ + ⋅ + = , 

( ) 20 3 0 12 0 37 37v = − ⋅ + ⋅ + = , 

( ) 210 3 10 12 10 37 143v = − ⋅ + ⋅ + = − . 

0���� ����������	� ������� ��	�	��� ( )2 49v = . 

������ 14. ����� ���	� ����	������	�	 �
������ ����������	�
�	�� ����� 
�� ( ) 23 5 1s t t t= + + . $������� �����;; ��	�	��� �� ���
�� 5 

������ �
������ � ��	�	��� �	�� 
 �	���� 
������ 2t = �. 

"�*����

-��	����� �. 1, 
������ �����;; ��	�	��� ��� [ ]0;5t ∈

( ) ( ) ( )2 23 5 5 5 1 3 0 5 0 15 0 100
20

5 0 5 5

�

s s
v

⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅ +−
= = = =

−
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� ���	
����; ��	�	��� 
 �	���� 
������ 2t = �

( ) ( )2
3 5 1 6 5v t t t t

′= + + = + , 

( )2 6 2 5v = ⋅ + . 

������ 15. #���� ����, ��	������� �	�	� �	 �	��	� 	����	
��, 

���� ���	� ����	������	�	 �
������ ����� 
�� ( ) ts t te−= . 

"�*����

$������ ��	�	��� �	��

( ) ( ) ( )1
t t t t

v t te e te e t
− − − −′= = − = − . 

#���:� �	���� 
������, 
 �	�	��� �	�� 	����	
���� ( ( ) 0v t = ) 

( )1 0te t− − = , 

1t = . 

$������ ����, ��	������� �	�	� �� 1 �

( ) 1 1
1 1 0.37s e

e

−= ⋅ = ≈ . 

������ 16. 0���� ���	� ����	������	�	 �
������ ����������	�

�	�� ( )
( )

2

16

1
s t

t
=

+
, t  – 
����. $������� ���	����� �	�� ���� 3 � �	���

����� �
������. 

"�*����

-��	����� �. 3, ���	���

( )
( ) ( )

2 3

16 32

1 1
s t

t t

′� � −
′ = =� �

� �+ +� �
, 

( ) ( )
( ) ( )

3 4

32 64

1 1
a t s t

t t

′� �−
′′= = =� �

� �+ +� �
. 

$������ ���	����� ���� 3 �. �	��� ����� �
������

( )
( )

4

64 3
3 0.38

83 1
a = = ≈

+
. 
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������ 17. 0��	�� �
������ �	 ����	� �
�� ������������ �	��
���;� 
�� ( ) 2

1 5 2 6s t t t= + + � ( ) 2

2 4 3 18s t t t= + + . + ���	� ��	�	���; �����-

;��� ��� �	�� ���� 	� ����� 
 �	���� 
�����? 

"�*����

$ �	���� 
����� �����	����, ��	������� �	���� 	�����	
�. 

#���:� �	���� 
����� �	��

2 25 2 6 4 3 18t t t t+ + = + + , 
2 12 0t t− − = , 

1 23 4t t= − = . 

����
�� �	 0t ≥ , ������ 
�
	� 	 �	�, �	 �	�� 
��������� ���
4t = �. $������ ��	�	��� �	��. -��	����� �. 1, �����

( ) ( )2

1 5 2 6 10 2v t t t t
′= + + = + , 

( ) ( )2

2 4 3 18 8 3v t t t t
′= + + = + . 

#���:� ��	�	��� 
 �	���� 
�����

( )1 4 10 4 2 42v = ⋅ + = , 

( )2 4 8 4 3 35v = ⋅ + = . 

������ 18. (��	
��, �������
����� �	��	�	�, �	
	���
����� ��
t � �� ��	� ( ) 23 0.01t t tα = −  (���). #���� ���	
�; ��	�	��� 
��?���� �	�	-


��� 
 �	���� 7t = � � �	���� 
������, 
 �	�	��� �	�	
�� 	����	
����. 

"�*����

-��	����� �. 4, ����:� ���	
�; ��	�	��� ���	
��� 
 �	���� 
������ t

( ) ( )2
3 0.01 3 0.02t t t tω ′= − = − . 

$������ ���	
�; ��	�	��� 
 �	���� 
������ 7t = �

( )7 3 0.02 7 2.86ω = − ⋅ = ( )��� 
 . 

#���:� �	���� 	����	
�� �	�	
��� ( )( )0tω =

3 0,02 0t− = , 

150t = ( )c . 
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4������������ 3���*����� ����*�

��� ��*���� ������������� ��������� ���� (���� �� ����	��*��
� �������*�� ������� ������� �� ������	� 	������) ���	����;� ���	-

��������, ���
��:���� 
 ����� �������.  

������ 19. 9��	 ����	� 0 1500m = �� ������ � 
��	�� 4500h = � �
������ ����� (��	����) ��	�	���	�����	 
������ �������. &	���������

��	�	���	�����	��� 50k = ��



. +����, �	 �������� ��	�	��� 0 0v = , 

���	����� 10g = 2
�



, � ����������� �	��	��
������ 
	�����, �����

����	��*�; ����������; ������; ����. 

"�*����

&���������� ������� ���� 
��������� �	 �	�����
2

2
k

mv
E = . (����

���� 
 �������� �	���� 
������ 0 1500 50m m kt t= − = − , � ��	�	���

0 10v v gt t= + = . 9	���

( )( ) ( )
22

4 2 3 31500 50 10 1
15 10 5 10

2 2 2
k

t tmv
E t t

−
= = = ⋅ − ⋅ . 

6�	�� ����� 	������ �	�������� ������� ��� ��������� t , ����:�

���� ������� ���� � 
��	�� h . -����

2 2

0
2 2

gt gt
h v t= + = . 

 �����, ����
�� �	 0t ≥ , ���	���

2 2 4500
30

10

h
t

g

⋅
= = = . 

&�	�� �	�	, 0kE ≥

( )4 2 3 31
15 10 5 10 0

2
kE t t= ⋅ − ⋅ ≥ , 

"�*�� ����
����
	  

( )2 4 31
15 10 5 10 0

2
t t⋅ − ⋅ ≥ , 
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���	��� 0 30t≤ ≤ . 0����, 	������ �	�������� ������� ���������
[ ]0;30t ∈ . 

-�������� �	������; ������; ( )k kE E t= �� ����	��*�� �������

�� 	������ [ ]0;30t ∈ . #���:� ��	��
	���;

( )4 3 21
30 10 15 10

2
kE t t′ = ⋅ − ⋅ . 

&��������� �	��

( )4 330 10 15 10 0t t⋅ − ⋅ = , 

4

3

30 10 300
0, 20

15 10 15
t t

⋅
= = = =

⋅
. 

&��������� �	�� ����������� 	������ [ ]0;30 . $������ �������

������� kE 
 ���������� �	��� � �� �	���� 	������

( )0 0kE = , 

( ) ( )4 2 3 3 71
20 15 10 20 5 10 20 10

2
kE = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = , 

( )30 0kE = . 

0����, ����	��*�� ������� ���������	� �������
( ) 7

max
20 10kk

E E= = �" . 

������ 20. #� ���	� �����	���� h 	� �	���	������	� ��	��	���
������� ���������� ����	��, �	�� 
 ������	� �	�� A ��	��	��� 	�
�-
?:��	��� ���� ����	��*�� ( )OA a= (���. 11)? 

��
	��� 11 
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"�*����

 �
�?:��	��� ����	 ��	�	���	������ ������ ���� ������� ����
�
��� � 	�����	 ��	�	���	������ �
������ �����	���� 	� ���	���� �
���
(���. 11) 

2

sin
E k

r

ϕ
= . 

#���:� �����	���� AB �	 ���	���� �
���. -� �����	������ OAB �	

��	���� �����	�� 2 2AB OA OB= + . 0���� 2 2r a h= + .  

#���:� ����� ���� ������� ���� �
���. -� �����	������ OAB �	-

��� �������� sin
OB

OAB
AB

∠ = . 0����
2 2

sin
h h

r a h
ϕ = =

+
. 9	���

( )
3 2

2 2

h
E k

a h
=

+
. 

-��	�� �� ���	
�� �����, 	������ �	�������� ������� ���������
h ��	 ��	�����	� [ )0;∞ . -�������� ������; ( )E E h= �� ����	��*��

������� �� �������	� �����
���. $������ ��	��
	���;

( )

( ) ( )

( ) ( )

3 2 1 2
2 2 2 2

2 2

3 2 3 5 2
2 2 2 2 2 2

3
2

22
a h h a h h

h a h
E k k

a h a h a h

′� � + − ⋅ + ⋅
−� �′ = = ==

� �+ + +� �

. 

#���:� ���������� �	��

2 22 0a h− = , 

1 2,
2 2

a a
h h= − = . 

9	�� 2
2

a
h = ����������� ��	�������[ )0;∞ . #���:� ���� ��	��-


	��	� ���
� � ����
� 	� ��������	� �	��

( )
( )

( )( ) ( )( )

2
22

5 2 5 2
2 22 2

1
2 0,5 20,5 0

0,5 0,5

aa a
E a

a a a a

−
′ = = >

+ +
, 

( )
( ) ( )

2 2 2

5 2 5 2
2 2 2 2

2
0

a a a
E a

a a a a

− −
′ = = <

+ +
. 
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$ �	��
2

a
��	��
	���� ������ ���� � «+» �� «–», �����, 
 ��	�

�	�� ������� ����� ��������. �	��	���� ���������� �	�� �� ��	��-
����� [ )0;∞ ������
�����, �	 ����	��*�� ������� ������� 	�
�?:��	���

( )E h �	������� 
 ��	� �	��. 

������ 21. #� ���	� �����	���� 	� ����� ����	 ������� 	�
������

 �����������	� �	���� 
��	�	� H , �	�� �����	��� ����� �� 	�
������
���� ����	��*��? 

"�*����

����� L  – �����	��� ����� (���. 12). 

��
	��� 12 

9	��� L vt= , ��� v  – ��	�	��� 
�������� ����	���, t  – 
���� �� �	-

�	�	� ����	��� �	������� �����. �	 ���	�� 9	������� ��	�	��� 
�����-
;?�� ����	���  

2v gh= , 

��� g  – ���	����� �
	�	��	�	 �������, h  – 
��	�� ��	��� ����	��� ���
	�
�������. 0����  

( )2v g H x= − . 

'����, ���	����� ��
�����; �	����� ��
����	��� �����	���� s 	�

������, �� �	�	�	� ��	����	 ��	 �����	���� (��
�	���	����	� �
������)  

2

2

gt
s = , 
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�����
2

2

gt
x = , 	�����

2x
t

g
= . 9	��� �����	��� �����

( ) ( ) 22
2 2 2

x
L vt g H x H x x Hx x

g
= = − = − = − . 

�	 ��� 12. ���	, �	 	������ �	�������� ������� ��������� x ��	
��	�����	� [ ]0; H . -�������� ������; ( )L L t= �� ����	��*�� �������

�� �������	� 	������. $������ ��	��
	���;

( )2

2

2
2

H x
L Hx x

Hx x

′ −
′ = − =

−
. 

#��	��� ���������� �	��

2 0H x− = , 

2

H
x = . 

&��������� �	�� ����������� 	������ [ ]0; H . #���:� ���� ��	��-


	��	� ���
� � ����
� 	� ��������	� �	��

2

1
2

13 3 0
3 2 2

33 3

H
H H

H
L

H H HH

−
� �′ = = = >� �
� � � �

− � �
� �

, 

2

3 1
2

3 24 2 0
4 3 33 3

44 4

H
H H

H
L

H H HH

− −
−� �′ = = = <� �

� � � �
− � �
� �

. 

9�� ��� ��� �����	�� ���� ���������; �	�� ���� ��	��
	��	�
�������� � «+» �� «–», �	 
 ��	� �	�� ������� ����� ��������. �	��	��-
�� ��	 ������
����� ���������� �	�� �� 	������[ ]0; H , �	 ����	��*��

�����	��� ����� �	���������, ���� ������� 	�
������ �� 
��	��
2

H
	� �����. 

������ 22. -��� n 	�����	
�� ������������ �������	
, �	��	
��������� ��	�	���� �	���
��� �� ��� ������;, �	������ �	 a ������-

�	
 �	����	
������	, � ����� �	������� ������ (���	�
n

a
) – ���������-

�	. 9	�, ��
����� ���	� ��������, 	����������� �	����	�
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2

na
I

nR a r

Ε
=

+
, 

��� Ε  – ������	�
���?�� ���� 	��	�	 ��������, r  – ��	 
���������
�	��	��
�����, R  – 
��*��� �	��	��
�����.  ���������, ��� ���	� ���-
���� a ������� ���� ����	��*�� �	�. 

"�*����

-��	�� �� ���	
�� �����, ( ]0;a n∈ . -�������� �� ��	� �	�������-


��� ������; ( )I I a= �� ����	��*�� �������. $������ ��	��
	���;. 

( )

( ) ( )

2 2

2 22
2 2

2nR a r ar aa nR a r
I n n n

nR a r nR a r nR a r

′ + − −� �′ = Ε = Ε = Ε� �
+� � + +

#���:� ���������� �	��

2 0nR a r− = , 

1 2

nR nR
a a

r r
= − = . 

��	������� ( ]0;n ����������� �	���	 ���������� �	��
nR

a
r

= . 

#���:� ���� ��	��
	��	� ���
� � ����
� 	� ��������	� �	��

2 2

22 2 0
2 93

2 2

nR nR
nR r

nR rI n n
r RnR nR

nR r
r

−� �
′ = Ε = Ε = Ε >� �

� � � �� � +� � � �
� � � �

, 

( )
2 2

2
2 1

0
932

nR
nR r

nR nRrI n n
r RnRnR

nR r
r

−� � −
′ = Ε = Ε = − Ε <� �

� �� � +� �
� �

. 

9�� ��� ��� �����	�� ���� ���������; �	�� ���� ��	��
	��	�
�������� � «+» �� «–», �	 
 ��	� �	�� ������� ����� ��������. �	��	��-
�� ��	 ������
����� ���������� �	�� �� ��	������� ( ]0;n , �	 ����	��-

*�� �	� �	��������� ���
nR

a
r

= . 
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������ 23. -�
����	, �	 ��	�	��� ����� � ����	��	����� �	��-
����� ������� ��	�	���	������ ��	 *����� a � �
������ 
��	�� b . 

#���� ������� ����� ����	��*�� ��	�	���, �	�	��� �	��	 
������� ��
���
�� �������	� d . 

"�*����

��	�	��� ����� 2N kab= , ��� k  – �	��������� ��	�	���	�����	-

���, 0k > . -� ���. 13. 
���	, �	 2 2 2a b d+ = , ��� 2 2 2b d a= − . 

��
	��� 13 

9	���  

( ) ( )2 2 2 3N ka d a k d a a= − = − . 

-� ���. 13. 
���	, �	 	������ �	�������� ������� ��������� a  – 

�����
�� ( )0;d . -�������� ������; ( )N N a= �� ����	��*�� ������� ��

��	� �����
���. $������ ��	��
	���;

( ) ( )2 3 2 23N k d a a k d a
′′ = − = − . 

&��������� �	��

2 23 0d a− = , 

1 2
3 3

d d
a a= − = . 

-����
��� ( )0;d ����������� �	���	 �	��
3

d
. #���:� ���� ��	��-


	��	� ���
� � ����
� 	� ��������	� �	��
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2 2
2 3 0

2 4 4

d d d
N k d k

� �� �′ = − = >� �� �
� � � �

, 

2 2
2 3 0

2 22

d d d
N k d k

� �� �
′ − = − <� �� �
� � � �

. 

��� �����	�� ���� ���������; �	��
3

d
��	��
	���� ������ ����

� «+» �� «–», �����, 
 ��	� �	�� ������� ( )N a ����� ��������. 9�� ���

��	 ������
����� ���������� �	�� �� �����
��� ( )0;d , �	 ����	��*��

������� ��	�	��� ����� �	������� ����
3

d
a = �

2
2 2 2 2

3 3

d d
b d a d= − = − = . 

$���*� ����
��

������ 24. +���� �
�� �	�	��������� ���� ��
�� 10. #���� 
	�-
�	��	� ����	��*�� ��	��
������ ����� ����. 

"�*����

 �	����� ���� a � b . 9	��� � a b= ⋅ . �	 ���	
�; �����
10a b+ = , ����� 10b a= − . -����

( ) 210 10� a a a a= − = − . 

-��	�� �� ���	
�� ����� 	������ �	�������� ������� ���������
a ��	 �����
�� ( )0;10 . -�������� ������; ( )� � a= �� ����	��*�� ���-

���� ��� ( )0;10a ∈ . $������ ��	��
	���;

( )2
10 10 2� a a a

′′ = − = − . 

#���:� ���������� �	��

10 2 0a− = , 

5a = . 

&��������� �	�� ����������� �����
��� ( )0;10 . $������ ����-

��� ��	��
	��	� ( )� a′ ���
� � ����
� 	� ��������	� �	��  
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( )4 10 2 4 2 0�′ = − ⋅ = > , 

( )6 10 2 6 2 0�′ = − ⋅ = − < . 

��� �����	�� ���� ���������; �	�� ���� ��	��
	��	� �������� �
«+» �� «–», �����, 
 �	�� 5a = ������� �	������� ���������. 9�� ��� ��
�����
��� ( )0;10 ��	 ������
����� ���������� �	��, �	 ����	��*�� ���-

���� ��	��
������ ( )� a �	������� ��� 5a = . 9	��� 10 5 5b = − = . 

������ 25. 6���	 54 �������
���	 
 
��� ����� ��:� �	�	������-
��� ���������. ���
	� �������	� 
 �
� ���� �	��*� 
�	�	�	. #���� ���
���������, ����, �	 �� ��	��
������ ����	��*��. 

"�*����

 �	����� 
�	�	� �������	� a , �	��� ���
	� �������	� ��
�	 2a , �
������ ��
�	 54 2 54 3a a a− − = − . +	���
�� ��	��
������  

( ) 2 32 54 3 108 6� a a a a a= ⋅ ⋅ − = − . 

#���:� 	������ �	�������� ������� ��������� a . �	 ���	
�;
��������� �	�	���������, �����

0

2 0

54 3 0.

a

a

a

>�
�

>�
� − >�

 ����� ������� ( )0;18a ∈ . -�������� ������; ( )� � a= ��

����	��*�� ������� �� �	�����	� �����
���. #��	��� ��	��
	���;

( )2 3 2
108 6 216 18� a a a a

′′ = − = − . 

&��������� �	��

( )216 18 0a a− = , 

0, 12a a= = . 

&��������� �	�� 12a = ����������� �����
��� ( )0;18 . $������

������� ��	��
	��	� ( )� a′ ���
� � ����
� 	� ��������	� �	��  

( ) 210 216 10 18 10 360 0�′ = ⋅ − ⋅ = > , 

( ) 213 216 13 18 13 234 0�′ = ⋅ − ⋅ = − < . 
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��� �����	�� ���� ���������; �	�� ���� ��	��
	��	� �������� �
«+» �� «–», �����, 
 �	�� 12a = ������� �	������� ���������. 9�� ���
�� �����
��� ( )0;18 ��	 ������
����� ���������� �	��, �	 ����	��*��

������� ��	��
������ ( )� a �	������� ��� 12a = . 0����, ��	��
������

����� ����	��*��, ���� ��������� ��
�� 24, 12 � 18. 

������ 26. 6���	 15 �������
���	 
 
��� ����� �
�� �	�	������-
��� ��������� ���, �	 ����� ���� ���
	�	 � ���	���	�	 
�	�	�	 ������-
�	�	 �������*��. #���� ���	� ����	�����. 

"�*����

 �	����� ���
	� �������	� a , 
�	�	� �������	� b . 9	��� �����
���� ���
	�	 � ���	���	�	 
�	�	�	 �������	�	 ��
�� 3 3S a b= + . �	 ���	-


�; 15b a= − . 0����

( )3 33 15 45 3S a a a a= + − = + − . 

#���:� 	������ �	�������� ������� ��������� a . �	 ���	
�;
��������� �	�	���������, �����

15 0

0.

a

a

− >�
�

>�

0���� ( )0;15a ∈ . -�������� ������; ( )S S a= �� �������*�� ���-

���� �� �	�����	� 	������. #��	��� ��	��
	���;

( )3 245 3 3 3S a a a
′′ = + − = − . 

&��������� �	��

23 3 0a − = , 

1, 1a a= − = . 

&��������� �	�� ( )1 0;15a = ∈ . $������ ������� ( )S a′ ���
� �

����
� 	� ��������	� �	��

( ) 20,5 3 0,5 3 1,25 0S′ = ⋅ − = − < , 

( ) 22 3 2 3 9 0S′ = ⋅ − = > . 
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��� �����	�� ���� ���������; �	�� ���� ��	��
	��	� ( )S a′ ��-

������ � «–» �� «+», ����	
������	, 
 �	�� 1a = ������� ����� �������. 

9�� ��� 1a =  – ������
����� ���������� �	�� �����
��� ( )0;15 , �	

�������*��	 ������� ����� �	������� ��� 1a = . 9	���
15 1 15 1 14b = − = − = . 

������ ��������� ��	���	��	+

������ 27. ��� �	��	�	
�� � �������� ������� �� t ���� ������

16

t

t +
-; ���� �����, � ����
���

1

25
t -; ����. +�	���	 ���� ����	 �����-

���� �� �	��	�	
��, �	�� ���� ������ ������������ ���� �����? 

"�*����

����� ( )U t  – ���� �����, �	�	��; ������� ����� 
 �	���� 
������

t . 0����

( )
1

16 25

t
U t t

t
= −

+
. 

#���:� 	������ �	�������� ������� ��������� t . -���� 0t ≥ . 

#�	��	���	 ( ) 0U t ≥

1
0

16 25

t
t

t
− ≥

+
, 

1 1
0

16 25
t

t

� �
− ≥� �

+� �
, 

( )
( )

25 16
0

25 16

t
t

t

− +
≥

+
, 

( )
( )9 0

25 16

t
t

t
− ≥

+
. 

����
�� �	 0t ≥ , 	�	�������	 ���	��� [ ]0;9t ∈ . -��������

������; ( )U t �� ����	��*�� ������� �� 	������ [ ]0;9 . #��	��� ��	��-


	���;

( )
( )

2

1 16 1

16 25 2516

t
U t t

t t

′� �′ ′= − = −� �
+� � +

. 
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#���:� ���������� �	��

( )
2

16 1
0

2516t
− =

+
, 

( )
2

16 1

2516t
=

+
, 

( )
2

16 400t + = , 

1 24 36t t= = . 

$������ ������� ������� ( )U t 
 ���������� �	���, �	�	���

����������� 	������ [ ]0;9 � �� �	���� 	������

( )0 0U = , 

( )
4 1

4 4 0
4 16 25

U = − >
+

, 

( )9 0U = . 

0����, ������������ ���� ����� ����� ������ �� 4 ���. 

������ 28. 9�������� ���	�	
��� 	������� ������������� ���

������	���; V . +�	��	��� 1 2� ���������, �� �	�	�	�	 ���	��
��
�����
��	 ����, �	���
���� a ���., � ��	��	��� 1 2� ���������, ���?��	 �� ����-

�� ����, – b ���. ��� ���	� 	��	*���� 
��	�� ���� � ������� ��� �������
�� �������� ����� ������������? 

"�*����

��	?��� ��� �����������	�	 ���� 2

�
�S rπ= , � ��	?��� �	�	
	�
�	
����	��� . 2� ���S rhπ= . 9	��� ������� �� ���	�	
����� ����

2 2� a r b rhπ π= ⋅ + ⋅ . 

-�
����	, �	 ��� �������� 2V r hπ= .  ��;��
2

V
h

rπ
= . 9	���

2 2

2

2
2

V bV
� a r b r a r

r r
π π π

π
= ⋅ + ⋅ = + . 
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 ������ �	�������� ������� ��������� ( )0;r ∈ ∞ . -��������

������; ( )� � r= �� �������*�� ������� �� ����	� �����
���. $���-

��� ��	��
	���;

2

2

2 2
2

bV bV
� a r a r

r r
π π

′� �′ = + = −� �
� �

. 

#���:� ���������� �	��

2

2
2 0

bV
a r

r
π − = , 

3 0a r bVπ − = , 

3
a

r
bV

π
= . 

9�� ���  

3

4
2

bV
� a

r
π′′ = +

3 0
a

�
bV

π� �
′′ >� �
� �

, 

�	 
 �	�� 3
a

r
bV

π
= ������� ����� �������. 9�� ��� ��	 ������
�����

���������� �	��, �	 �������*�� ������� ������ �	��������� ���

3
a

r
bV

π
= . 0����

2 3 2 3 5 3
V a b V

h
bV a

π

π π

−
� � � � � �

= =� � � � � �
� � � � � �

. 

#������*�� ������� ������ �	���������, ���� 
��	����	 �		��	-

*����

2
h b V

r a π

� �
= ⋅� �

� �
. 
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$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1. 9	�� ����	� 0m �
������ ����	������	 �	 ���	��

( ) ( ) 22 −−= tts . '	������, �	 �����
�;?�� �� ��: ���� ��	�	���	������
�
������ ��	�����	�	 ����. 

$������ 2. (����������� �	�� �
������ �	 ����	� �	�����	 ���
-

����; ( )
1

2

t
x t

t

+
=

+
. #���� ��	�	��� � ���	����� 
 �	���� 
������ 0 2t = . 

( �
��: 0.0625, -0.03125.) 

$������ 3. 9��	, 
���?���	� 
���������	 

��� � 
��	�� 0h

� ������	� ��	�	���; 0v , �
������ �	 ���	��  

( )
2

0 0
2

gt
h t h v t= + − , 

��� h  – 
��	�� 
 ������, t  – 
���� 
 ��������. #���� 
��	�� ���� 
 �	����

������, �	��� ��	�	��� ���� 
 3 ���� ����*� ���
	������	�, ���� 0 2h =

� , 0 4v = � 
  ( 10g = 2
� c .) 

( �
��: 
122

45
� .) 

$������ 4. #� ����	������	� 	������ AB , �	�����;?�� �
� ���	-

���� �
���: A (���	� p ) � B  (���	� q ), ����� �	��, 	�
�?����; ������

���	, ���� AB a= . ( �
�?:��	��� 	�����	 ��	�	���	������ �
������

�����	���� 	� ���	���� �
���.)  

( �
��: �� �����	����
3

3 3

a p

p q+
	� �	�� A .) 

$������ 5. -� �����	�	 ���
�� �������	� d ���	 
������� �����
����	��	���	�	 ������. &��	
� �	���� ���� *����� b � 
��	�� h ��	�	
������, �	�� �����, ����� �	���	������	 ����	�	����	� � ��
�	����	
���������	�, ����� �������*�� ��	���? ($������ ��	���� 	�����	
��	�	���	������ ��	��
�����; *����� �	�����	�	 ������ � ���� 
�-

�	��.) 

( �
��: 2b d= , 3 2h d= .) 

$������ 6. +��� �����
�� ����	
	�	 ����������	�	 �	�� �� ���	��-
*	� ������, 	�� �	�	�	�	 ��������������� ��	��	��� �����, ��	�	��?��	
���� ��	 �����, 
��������� �	����	�



 43

( )
3 2

2 2

cx
F

a x
=

+
, 

��� a  – ������ �����, x  – �����	���� 	� ������ ����� �	 �������, 
c const= .  

��� ����� x 
������ F ����� ����	��*��? 

( �
��: 
2

a
x = .) 

$������ 7. #���� ���	, �	�	�	� 
 ����� �	 �
	�� �
�����	� ��:�
�������*�; �����. 

( �
��: 
1

2
− .) 

$������ 8. #���� ����	����� ���� 12 �� ����� �
�� ��	���������-
��� ��������� ���, �	�� ����� �
�����	
 ���� ��������� ����: �) 
����	��*��; �) �������*��. 

( �
��: �) 12 � 0; �) 6 � 6.) 

$������ 9. ��� �	��	�	
�� � �������� ������� �� t ���� ������

0,5

t

t +
-; ���� �����, � ����
���

2

49
t -; ����. +�	���	 ���� ����	 ��-

������� �� �	��	�	
��, �	�� ���� ������ ������������ ���� �����? 

( �
��: 3.) 

1.3  ����	���� ��	���	��	+ � ����*�2 5�	�	����

$���*� �� ���
	����� � ���������� ���*���� 3���6��

$ ���������	� ��������	��� 
����; �	�� ������ ���	������ 
	�-
�	��	��� ��������� ���������	� �	�����
	 
������ � ������������
������
, �	���
 ��� ��	� ������������ ������. &�	�� �	�	, �	��*��-

��
	 ��	����	
 
 ��	�	���� ��	���	��� ����� 	����	�, �	 ���	�	��� ��-
������������ �	������� ����������. ���
��� ���	������ �	������� �
��	������� ���������	
 �����	����� 
 �. . "����	���� ����� �������-
��	�	 �	��������. 

������ 29. &������ 
 8 ���. ���. �	��� ���� �����?�� 
 ����� �	�
40% �	�	
�� ��� ��
�����	
�� 
 ��	��
	���
	, ����� �������
�	���

�	����� 	�������� 
 ������� 150% . -������� ����;��� �
�������	�

��
����	���;
20

2x
. ������� 	��������� ���	�	� 
 �%. ��� ����� ������-

�� � 
�	����� 
 ��	��
	���
	 �
������ �	��� �������
���, �� ���	�
�����?���� �������� 
 �����? 
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"�*����

$��� ������� 8 ���. ���. �������� �� ����: � (���.) – 
 ��	��
	�-

��
	, ( )x−8  – 
 ����  �	� ��	�����. 9	��� ���� �	� �� ����� �	��	 
����
( ) ( )8 8 0.4x x− + −  – �	, �	 
�	���� � ��;� ��	�����: 

( ) ( ) ( )( ) ( )8 8 0.4 8 1 0.4 8 1.4x x x x− + − = − + = − . 

'	�	� 	� ��	��
	���
� ���� �	� �	���
�� (����
�� ����������
150%): 

150
1.5 2.5

100
x x x x x+ = + = . 

9	��� ������� 	� 
�	����� 
 ��	��
	���
	 – ��	 �	�	� ����� ��-

������
20

2x
, �. �. 

2

2.5
20

x
x − . 

6����� ������� 	������� ��
�	�

2 2

2.5 2.5
20 20 100

x x p
x x

� �
− − −� �

� �
, 

�. �. ������� 	��������� ���	�	� 
 �%.  �	�����
100

p
= ���� # : 

100

p
i = , �	���

( )
2 2 2 2 2

2.5 2.5 2.5 2.5 2.5 1
20 20 100 20 20 20

x x p x x x
x x x x i x i

� � � � � �
− − − = − − − = − −� � � � � �

� � � � � �
. 

6���� �	� 	�?�� ����� (	� ����� � 	� ��	��
	���
�) ������� �	���
��: 

( ) ( ) ( )
2

1.4 8 2.5 1
20

x
S x x x i

� �
= − + − −� �

� �
. 

'�� ��*���� ����� ��	��	���	 ����� ����	��*�� ������� ��	�
������� �� 	������ [0;7]. '�� ��	�	 ���	��� ��	��
	���;:  

( ) ( ) ( ) ( )
2

1.4 1 2.5 1 1.4 2.5 1
20 10

x x
S x i i

� � � �′ = − + − − = − + − −� � � �
� � � �
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� �����
��
��� �: � 0: 

( )2.5 1 1.4
10

x
i

� �
− − =� �

� �
; 

1,4
2.5

10 1

x

i
− =

−
; 

1.4
2.5

10 1

x

i
= −

−
; 

1.4 14
2.5 10 25

1 1
x

i i

� �
= − = −� �

− −� �
. 

0����, ���������� �	��
i

x
−

−=
1

14
25

0
. 9. �. �?���� ����	��*��

������� ������� �� 	������ [0;7], �	 ��� �	�� �	���� ������������ 	�-
�����, �. �. 70

0
<< x : 

14 14 14 21
25 0, 25 , 1 , 0.84

1 1 25 25
i i

i i
− > > − > < =

− −
, 

�. �. 
100

p
i = , �	

0.84, 84
100

p
p< < . 

0����, ��� �������� p<84 % 
�	����� 
 ��	��
	���
	 �
������
�	��� �������
���, �� ���	� �����?���� �������� 
 �����. 

��	���	�������	��� �����

1. ����� ( )U t  – �	�����
	 ��	��
��:��	� ��	������ U �� 
����

t . #�	��	���	 ����� ��	��
	�������	��� �����. $ �	���� 	� 0t �	 0t t+ ∆

�	�����
	 ��	��
��:��	� ��	������ ��������� 	� ( )0 0U U t= �	 0U U+ ∆ . 

9	��� 
������ ���������������
�� ����� �� ����	� t∆   

t

U
z�� ∆

∆
= . 

���������������
�� ��	�� � �������� ������ t0  

( )0
0t

��
0t

tU
t

U
zz limlim ′=

∆

∆
==

→∆→∆

. 
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2. �����
�� ��������� ���������������
�� − )t(z′ . .	��������-
���; ��	��
	���;  

( )ln
y

y
y

′′ =

����
�;� 	��	�������	� ��	�	���; ��������� ������� ��� ����	� ����-

����� �������. $ ����	���, ( )
z

z
zln

′
=′ − ���� ��������� �������������-

��
��.

������ 30. +������������ ���:� �����	
���	, �	 	�A:� ��	���-
��� ���� ( )tu ���. ��. 
 ������ ���	��	 ��� 	����
����� ��������

( ) 81,24016060
3

20 23 ≤≤+++
−

= tttttu , 

��� t  – 
����, . 

#����: 

�) ��	��
	�������	��� �����, ��	�	��� � ���� �: ��������� ����  
3 ��� �	��� ����� ���	��; 

�) $ ���	� �	���� 
������ ��	��
	�������	��� ����� �����
����	��*��. "�������� �	������ ����������� � ���������. +������ ��	-

�	������� ������ ���������	
. 

"�*����

�) ��	��
	�������	��� ����� ( )tz �������
����� �	 �	�����
( ) ( )tutz ′= : 

( ) 1601202024016060
3

20 223 ++−=
′

�
�

�
�
�

�
+++

−
= ttttttz . 

#��	��� ��	��
	�������	��� ����� ���� 3 ��� �	��� ����� ���	��: 

( ) 34016031203203 2 =+⋅+⋅−=z . 

+�	�	��� ��������� ��	��
	�������	��� ����:� ��� ���
�; ��	��-

	���; 	� ( )tz : 

( ) ( ) 1204016012020 2 +−=
′

++−=′ ttttz . 
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#��	��� ��	�	��� ��������� ��	��
	�������	��� ���� 3 ��� �	���
����� ���	��: 

( ) 01203403 =+⋅−=′z . 

'���� 
������� ���� ��������� ��	��
	�������	���: 

( )
( ) 14012020

12040
2 ++−

+−
=

′

tt

t

tz

tz
, 

� ���	��� ��	 ������� ���� 3 ��� �	��� ����� ���	��: 

( )
( )

0
340

0

1603120320

120340

3

3
2

==
+⋅+⋅−

+⋅−
=

′

z

z
. 

�) !����� ������� ��	��
	�������	��� �����
( ) 16012020 2 ++−= tttz �������
���� �	�	� �����	��, 
��
� �	�	�	�
�����
���� 
���. +���	
������	, ����	��*�� ������� ��	� ������� ��-
��� �	��������� 
 
��*��� �����	��. '�� �	���	���� ������� �������
����:� �		������� 
��*��� �����	��: 

( )
( ) ( ) 34016031203203,3

202

120

2

2

00
=+⋅+⋅−===

−⋅

−
=

−
= ztz

a

b
t . 

$��*��� �����	�� ���	����� 
 �	�� ( )340;3M . 9�� ��� 
��
� ����-
�	�� �����
���� 
���, �	 ����:� �	�� ���������� � 	��; Ot . '�� ��	�	
�����
��
��� ( )tz � ���;: 

016012020 2 =++− tt , 

0862 =++− tt , 

( ) 1 2

6 68 6 68
36 4 1 8 68, 7.1 1.1

2 2
D t t

− − − +
= − ⋅ − ⋅ = = ≈ = ≈ −

− −
. 

'�� ���	������ ���������� � 	��; Oz �	����
�� 0=t 
 ( )tz : 

( ) 16016001200200 =+⋅+⋅−=z . 

�	���	�� ������ ������� (���. 14): 

�	 ������� 
���	, �	 ��	��
	�������	��� ����� ����:� 
 ���
�� 3 

��� ���	��, � ����� �	�������	 ��������� � �	��� ���	��	 ���. 
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��
	��� 14 

'������ � ���������� �������� ��	���	�����

����� x − �	�����
	 
��������	� ��	������; y − �������� ��	��-

	���
�. ,��� x∆ − �����?���� ��	������, � ∆y − �����?���� ��������
��	��
	���
�, �	

x

y

∆

∆ − ������� �����?���� �������� ��	��
	���
� �� ���-

���� ��	������. 9	���

)x(y
x

y
lim

0x

′=
∆

∆

→∆

− ���������� �����"�� ��	��
	���
�.
)���	���	 �	��	 ���� �	����� �����;?�� ��	�	������� �	����-

�����: ���������� 
�����, ���������� �	�	� � ��. ���������� ��������
�������:��	 �����������;� �	�	���������� ������� �� ��	��
	���
	
������� �	�	��������	� ��	������. 

������ 31. ����������� 
�������� � ��������� ��	�����; 
 	�A:-
�� Q ���. ��. <������ ������ ( )Q� � ���� ( )QP ���;� 
��: 

( ) ( ) 28.8944.1,1588.232.492.1 23 +−=+++= QQPQQQQ� . 

#����: 

�) �����������; ������� �����������, 	�A:� � ����, �		�
����
�-
;?�� ����������	� �������; 

�) ������� � ���������� �������, �		�
����
�;?�� ����������	�
�������; 


) ������ �	��� � ���
���� ������� �� 	������ [2; 5]; 

�) �������*�� ������� ������ �� [2; 5]. 

"�*����

�) �������; ���	
:� ����	��� �	�	�� � ������. ��� ��	� �	�	�	�
���	
:� ��	��
������ ���� �� 	�A:� 
���?���	� ��	������: 

( ) ( ) ( ) ( )=+++−⋅+−=−⋅= 1588.232.492.1)28.8944.1( 23 QQQQQQCQPQQ�

= 154.8676.592.1 23 −+−− QQQ
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-�������� ��� ������; �� ����	��*�� �������, ��� ��	�	 ����:�
�: ��	��
	���;: 

=⋅+⋅−⋅−=′ 14.86276.5392.1 2 QQ�

4.8652.1176.5 2 +−−= QQ . 

#���:� ���������� �	�� ( )0�′ = : 

25.76 11.52 86.4 0 : 5.76Q Q− − + = − , 

01522 =−+ QQ , 

2

82

2

15442
2,1

±−
=

⋅+±−
=Q , 

.5;3
21

−== QQ

 ������������ 
������ 5
2

−=Q �� ����� ��	�	�����	�	 ������, 
�	��	�� ������
���	� ��������	� �	�	� ����� ������ 31 =Q . @�	 �
���� 	�A:� 
������, �	�	��� �		�
����
��� ����������	� �������, ���
��� ��� �����	�� ���� ��� ���������; �	�� ��	��
	���� ������ ���� �
��;�� �� �����:  

( ) 04.86252.11276.52 2 >+⋅−⋅−=′� , 

( ) 04.86452.11476.54 2 <+⋅−⋅−=′� . 

#���:� �����������; �������, 
������ ������� ( )Q� 
 ��	�
�	��: 

( ) 52.1401534.86376.5392.13 23 =−⋅+⋅−⋅−=� . 

#���:� ����, �	�	��� �		�
����
��� ����������	� �������: 

( ) 96.8428.89344.13 =+⋅−=P . 

�) #���:� �������, �		�
����
�;?�� ����������	� �������: 

( ) 36.11415388.2332.4392.13 23 =+⋅+⋅+⋅=� . 

9	��� ������� �������, �	�	��� �		�
����
�;� ����������	� ���-

���� ��
��: 

( )
12.38

3

36.114

3

3
===

�
C


�
. 



 50

6�	�� ����� ���������� ������� ����	 
������� ��	��
	���;
������� ������: 

( ) 88.264.876.5 2 ++=′ QQQ� . 

$ �	�� 3=Q :  

( ) 64.8088.2364.8376.53 2 =+⋅+⋅=′� . 


) #���:� ������ �	��� � ���
���� �������, ���	����� ����������
�������?��	 �. �). ��� 	�A:�� 
������ ��	������ 	� 2 �	 3 ��. �������

	�������� (�. �. �� ��	� ������ ��	��
	���� �	�	���������), � ��� 	�A:-
�� 
������ 	� 3 �	 5 ��. ������� ���
��� (��	��
	���� 	�����������). 

�) #������*�� ������� ������ ����:� ���	����� ��	��
	���;: 

( ) 88.264.876.5 2 ++=′ QQQ� . 

#��	��� ���������� �	�� ( )( )0C Q′ = : 

88.2:088.264.876.5 2 =++ QQ , 

0132 2 =++ QQ , 

4

13

4

2493
2,1

±−
=

⋅−±−
=Q , 

1 2
0.5; 1.Q Q= − = −

#���	 
������� ������� ������� ( )QC 
 ���������� �	���, 

����������?�� �������	�� ��	�������, � �� �	���� ��	�������. -� �	-

������� ���� 
������ �������*��. 
&��������� �	��

1
0.5Q = − � 1

2
−=Q �� ����������� ��	�������

[2; 5], ����� 
������ ������� ������� �	���	 
 �	��� 2 � 5: 

( ) 76.4415288.2232.4292.12 23 =+⋅+⋅+⋅=� , 

( ) 4.37715588.2532.4592.15 23 =+⋅+⋅+⋅=� . 

0����, �������*�� ������� ������ �� ��	������� [2; 5] ��
�	 44.76. 

4�����*�	��� � �7 ���������� � 5�	�	����

 ���� �� 
�����*�� ���������� ��������������	�	 ��������� 

��	�	���� �
������ 

������ � �	�	?�; ��	��
	��	� �	����� �������	-

���. &	��������� �������	��� �	����
��� 	��	�������	� ��������� ��-
�������	�	 ��	�	�����	�	 �	�������� �	� �����
��� ������	�	 	��	��-

�����	�	 ��������� ��	�	�����	�	 ����	��, 	� �	�	�	�	 	� ��
����.
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1. @������	���; ������� ( )y f x= ����
����� ������ 	��	*����

	��	��������� ��������� ���������� y � x : 

( )
( )

'

0
( ) :limx

x

f x xy x
E y

y x f x∆ →

∆ ∆
= =  . 

$��
�����
�� 
���
� �� %���

( )p

dq p
E q

dp q
=

�	����
��� 	��	�������	� ��������� (
 ��	������) 
������ ���	�� ��
���	�-���	 ����	 ��� ��������� ���� ��	�	 ����� �� 	��� ��	���� � �����-
�������� �
��
������	��� �	���������� � ��������; ��� �� ��	�����;. 

$��
�����
�� 
���
� �� �����	  

( )I

dq I
E q

dI q
=  . 

2. &�
���� ��
�����
��. "����	���� ������; ).y,x(fz = $����-

�� )z(Ex , )z(E y , �	�	��� 	�������;��� �	�������

( ) , ( )x y

z x z y
E z E z

x z y z

∂ ∂
= =

∂ ∂

����
�;��� ������� �������	����� ������� ( , )z f x y= 	��	�������	
���������� x � y . 6������ �������	��� )z(Ex �������������	 	������
��	���� �	��� (��� ��������) ������� z, ���� �������� x �
����
�����
�� 1%, � �������� y 	������� �	��	�����. 

#�������, ( )AP zE
B

 – ������ �������	��� ���	�� ��  �	
�� ) 	��	-

�������	 ����
BP , �������������	 	������ ��	���� �	��� (��������) 

���	�� �� �	
�� ), ���� ���� �	
��� $ 
	�������� �� 1%, � ���� �	
��� )
	������� ��������	�. 

������ 32.  ������ ���:� �����	
���� ������� ���	�� ( )pq �
�����	����� ( )pS : 

5.0)(,
2

8
)( +=

+

+
= ppS

p

p
pq , 

��� � – ���� �	
���, q � S – �	�����
	 �	
��� �	������	�	 � ������-
����	�	 �� ��	����.  

#����: 

�) ��
�	
����; ����; 
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�) �������	��� ���	�� � �����	����� ��� ��	� ����. +������ ��	-

�	������� ������ ���������	
; 

) ��������� �	�	�� ��� �
������� ���� �� 5% 	� ��
�	
���	�. 

"�*����  

�) "�
�	
����� ���� ��	 ����, ��� �	�	�	� ���	� � �����	����� ��
��: 

5.0
2

8
+=

+

+
p

p

p
; 

( ) 1
2

5

2

1
28 2 ++=�

�

�
�
�

�
++=+ ppppp ; 

7
2

5
81

2

5 22 −+=−++= ppppp ; 

07
2

32 =−+ pp ; 

2
1

=p

(
2

7
2

−=p �� ����� ��	�	�����	�	 ������). 

�) @������	��� ���	�� 
��������� �	 �	�����  

( )
( )pq

p
qqE

pp
⋅′= . 

$������  
( )

( ) ( )22
2

6

2

82

2

8

+

−
=

+

+−+
=

′

��
�

�
��
�

�

+

+
=′

pp

pp

p

p
q

p
. 

�	����  ( )
( ) ( )( )82

6

2

82

6

)(
2 ++

−
=

��
�

�
��
�

�

+

+
⋅

+

−
=⋅′=

pp

p

p

p

p

ppq

p
qqE

pp
. 

��� �=2 

( )( )2

6 2
( ) 0.3

2 2 2 8
E q

− ⋅
= = −

+ +
. 

@������	��� �����	�����  
��������� �	 �	�����

( )
( )pS

p
SSE

pp
⋅′= . 

$������                     ( ) 15.0 =
′

+=′ pS
p

. 
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�	����                ( )
( ) 5,0

1
+

⋅=⋅′=
p

p

pS

p
SSE

pp
. 

��� �=2 

( )2

2
0.8

2 0.5
E S = =

+
. 

9. �. ( ) 1
2

<qE � ( ) 1
2

<SE , �	 ���	� � �����	����� �� �������� 	�-
�	�������	 ����. @�	 	������, �	 ��������� ���� �� ���
��:� � ����	��
��������; ���	�� � �����	�����. 

��� �
������� ���� � �� 1% ���	� �����*���� �� 0.3%, � �����	-
����� �
������� �� 0.8%. 


) ��� �
������� ���� � �� 5% 	� ��
�	
���	� ���	� �����*�����
�� 1.5% (�. �. 0.3 5 1.5− ⋅ = − ), ����	
������	 �	�	� 
	�������� �� 3.5%.  

$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1.  �A:� ��	������ ����������� 
 ������ ���	��	 ���

	����
����� �������� 3020040
3

10
)( 23 +++

−
= ttttu . $������� ��	��
	��-

�����	��� ���� 4 ��� �	��� ����� ���	��.  ���������, ���� ���	� 
��-
�� ���� ��������� ��	��
	�������	��� ����� ��
�� 0.  

( �
��: 200; 2.) 

$������ 2. 0�
����	��� ������� ����������� 	� 	�A:�� 
�������-
�	� ��	������ 	����
����� �	����	� 1142 ++−=Π xx . #���� ������� 	�A:-
�� ��	������, ��� �	�	�	� �	��������� ����������	� ������� �������. 
������� ������ �	��� � ���
���� �������. �	���	��� ������ ��
����	���. 

( �
��: 2.) 

$������ 3. ����������� 
�������� � ��������� ��	�����; 
 	�A:��

Q ���. ��. <������ ������ ( )Q� ����� 
�� 2053
3

)( 2
3

++−= tt
t

Q� . #����

���������	� ������� ������, ���� 	�A:� �������� 	� 0.5 �	 3 ���. ��. 
( �
��: 17.) 

$������ 4. 0�
����	��� �������� ����������� 	� 	�A:�� 
�������-
�	� ��	������ ������ �������� 22 +−= xxK . #���� ������� 	�A:��, ���
�	�	�	� �������� �������;� ������� 8 ���. ��. ������� 
	��	��	� ��-
�������	� ������� �������� � 	�A:� ��	������, ��� �	�	�	� �	�������-
�� �����������	� �������. 

( �
��: 3, ( )0.5 1.75K = .) 

����������: [5, ��. 11, § 1, 6; 6, ��. IV, § 2; 7,  �. 2, ��. II; 8, . 1, ��. 5, 

§ 1; 9, �. 4, § 5.2; 10, . 1, �. 10, § 10.7; 11, . 1, �. 6, § 6.8]. 
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2 ����(,#!�8 (��#�#�9!!()( �!&#)� � 

+ �����������	� �	�� ������ ����	����� 	������:��	�	 �������-
�� �	��	 ������	
��� �	 	��	� �� �
�� ����. ���
�� 	��	
��� �� 	�����-
����� ���������  

( ) ( )
,

1max 0

.

i

b n

i i
n

ia x

f x dx Lim f xξ
→∞

=∆ →

= ∆��

$�	��� ����� ���������� 	������:��	�	 ��������� �	��	�� 
 ���-
��;?��. ����� ��������� ����� ���	�	��; ��	���������; ��� �����-
���; 
������ Q , ���;?�; 	������:��	� ������� �� ������	� 	������

[ ];a b . �����	��������, �	 
������ Q �
������ ������
�	�, �.�. ���� ���-

������ 	����	� [ ];a b �� ����, �	 
������ Q ����� ��
�� ����� �������

Q , �		�
����
�;?�� ���� �����. -� ���	
�� ����� ���	����� «�������» 

dQ 
������ Q , �		�
����
�;?�� «����������	�� ��	�������» 

[ ];x x x+ ∆ , 
 
��� ( )dQ q x dx= . ��� ��	� �	����;��� ��������� �	��?�-

�����. #�������, ���������; ���� �� «����������	� ��	�������» ��-

��;� �	��	���	�, ���
	�������; �������; – ����	��	�����	� � �.�. 

�����
*���, �	 dQ ������	 
���	, �.�., �	 dQ Q≈ ∆ , ���������;� �	 	�-

����� [ ];a b ������� dQ � �	���;� ���	��; 
������

( )
b

a

Q q x dx= � . 

2.1  )�	�����*����� ����	���� 	������7��	�	 ���������

��	:��� 	
�����

1. ���!��� � ���������� 
�
���� ���������. '�� ��	?��� ���
	-

������	� ��������, 	��������	� �
���� ������	� ������� ( )2
y f x= , 

����� ������	� ( )1
y f x= , ���
� � ����
� ������� x a= � x b= , ���	����-

��
���	 �� ��	��������	�	 ������ 	������:��	�	 ��������� �����

( ) ( )2 1

b

a

S f x f x dx= � − 	� � . 
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 2. $ ����� 	������, 	��������	� ������, ( )x x t= , ( )y y t= , [ ]1 2;t t t∈

(������	� �����������
��), ����
�� �. 1, �����

( ) ( )
2

1

t

t

S y t x t dt′= ± ⋅� , 

���� «+» ���� ( ) ( )2 1
x t x t> ��� 2 1

t t> ;  

���� «–» ���� ( ) ( )2 1
x t x t< ��� 2 1

t t> . 

 3. ��	?��� 	������, 	��������	� �������, ��������� 
 ��������

�
���� ���������, 
��������� �	 �	�����

( ) ( )
2

1

2 2

2 1

1

2
S d

ϕ

ϕ

ρ ϕ ρ ϕ ϕ� 	= −� � , 

��� ( )1ρ ρ ϕ=  – 
��������� ������� 	������, ( )1ρ ρ ϕ=  – 
��*��� �����-

��, [ ]1 2;ϕ ϕ ϕ∈ . 

  

������ 33. $������� ��	?��� 	������, 	��������	� �������
2 2 1y x x= − + , 2 2y x= − . 

"�*����  

!�����	� ������� 2 2 1y x x= − + �
������ �����	�� � 
��*��	� 

�	�� ( )1;0 , 
��
� �����
���� 

���. !����� ������	� ������� 2 2y x= −

– ������. -�	������ ������� �� 	��	� ������ (���. 15). 

��
	��� 15 
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#���:� �	�� ���������� ������	


2 2 1 2 2x x x− + = − , 
2 4 3 0x x− + = , 

1 21, 3x x= = . 

-��	����� �	����� �. 1, 
������ ��	?��� 	������

( ) ( )
3 3

2 2

1 1

2 2 2 1 4 3S x x x dx x x dx� 	= − − − + = − + − =� � �
33

2

1

4
2 3

3 3

x
x x

� �
= − + − =� �
� �

. 

������ 34. #���� ��	?��� ������� cosx a t= , siny b t= , [ ]0;2t π∈ . 

  

"�*����  

����� ��	?��� ������� S , ��	?��� ������� 
 ���
	� ��
���� 1S . 

9	��� 14S S= ��� ��� 	������ ���������� 	��	�������	 �		���������
	��� (���. 16) 

��
	��� 16 

$������ ��	?���, ���	����� �	����� �. 2. 

( ) ( )
2 2 2

2

1

0 0 0

4 4 sin sin 4 sin 2 1 cos 2S S b t a t dt ab tdt ab t dt

π π π

= = − ⋅ − = = − =� � �

2

0

1
2 sin 2

2
ab t t ab

π

π
� �

= − =� �
� �

. 
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������ 35. $������� ��	?���, 	���������; �������

( )

�
�
�

=

−=

ϕρ

ϕρ

cos2

cos12
. 

"�*����

�	���	�� ������� �������� �������. ( )ϕρ cos12 −=  – �����	���, ���
��� ����� ϕcos ��	�� ���� « – », �����
���� 
��
	; ϕρ cos2=  – 	�����	���
� �����	� 
 �	�� (1;0) � ������	� 1 (���. 17). 

��
	��� 17 

-��	��� ��	?��� S �	��	�� �� �
�� ��
��� �����. 0���� S=2S1, 

��� S1 – ��*����	
����� ��	?���. S1 �������
���� �	�	� ����� �
�� ��	-

?���� S2 � S3, �����; �� �	�	��� ����:� 
 	������	���. #���:� �������
ϕ , �	�	�	� �		�
����
��� �	�� ���������� ������	
 �������

( )2 1 cos 2cosϕ ϕ− = , 

ϕcos2 =1, ϕcos =
2

1
, 

3

π
ϕ = . 

��	?��� S2 	�������� ������	� �����	��� (ϕ ���������� 	� 0 

�	
3

π
) 

3 3
2 2

2

0 0

1
4(1 cos ) 2 (1 2cos cos )

2
S d d

π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − == − + =� �

3
3

0
0

1 cos 2 1 1
2 (1 2cos ) 2( 2sin sin 2 )

2 2 4
d

π
π

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+
= − + = = − + + =�

4

37
−= π . 
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��	?��� S3 	�������� ������	� 	�����	��� (ϕ ���������� 	�
3

π

�	
2

π
) 

2 2
2

3

3 3

1
4cos (1 cos 2 )

2
S d d

π π

π π

ϕ ϕ ϕ ϕ= == + =� �

2

3

1 3
( sin 2 )

2 6 4

π

π

π
ϕ ϕ= + = − . 

0���� S=2(S2+ S3)= �
�
�

�
�
�
�

�
−+−

4

3

64

37
2

π
π 34

3

7
−=

π
. 

������ 36. $������� ��	?���, 	���������; �������

�
�
�

=+−

=+−

08

04
22

22

yxx

yxx
, 

, 3
3

x
y y x= = . 

"�*����  

�	���	�� ������� �������� ������� (���. 18). '���� ������:� �
�	����	� ������� �		������ � �	�	?�; �	����

cos

sin .

x

y

ρ ϕ

ρ ϕ

=�
�

=�

-����

04 22 =+− yxx � 0sincos4cos 2222 =+− ϕρϕρϕρ � ϕρ cos4= , 

08 22 =+− yxx � 0sincos8cos 2222 =+− ϕρϕρϕρ � ϕρ cos8= , 

3

x
y = �

3

cos
sin

ϕρ
ϕρ = �

3

1
=ϕtg �

6

π
ϕ = , 

xy 3= � ϕρϕρ cos3sin = � 3=ϕtg �
3

π
ϕ = . 



 59

���	
�� ����� ������ 
��  

4cos

8cos ,

ρ ϕ

ρ ϕ

=�
�

=�

6 3

π π
ϕ≤ ≤ . 

��
	��� 18 

6�	�� ����� ��	?��� ��*����	
���	� ������ 
	��	�������� �	�-

���	� �. 3. 

( )
3 3

2 2

6 6

1
64cos 16cos 12 (1 cos 2 )

2
S d d

π π

π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = = + =� �

3

6

1
12( sin 2 ) 2

2

π

π

ϕ ϕ π= + = . 

����� �����

1. ����� ����� � ���������� 
�
���� ���������. ,��� �������
( )y y x= �����, �	 ( )y x′ �������
�� �� [ ];a b , �	 ����� L �		�
����
�;-

?�� ����� ��?���
��� �  

( )( )
2

1

b

a

L y x dx′= +� . 

 2. ,��� ����� L ������ �����������
��, ( )x x t= , ( )y y t= , [ ]1 2;t t t∈ , 

��� ��	� ( )x t′ , ( )y t′ �������
��, �	

2

1

2 2

t

t

L x y dt′ ′= +� . 
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 3. ,��� ����� L ������ 
 �������� 
�
���� ��������� ( )ρ ρ ϕ= , 

[ ]1 2;ϕ ϕ ϕ∈ , � ( )ρ ϕ′ �������
��, �	  

2

1

2 2L d

ϕ

ϕ

ρ ρ ϕ′= +� . 

������ 37. $������� ����� ���� �	���������	� �����	�� 32 xy =

	� �	�� (0;0) �	 �	�� (4;8). 

"�*����  

-� ���
����� �����	�� 3xy ±= . 9�� ��� �� ������ ������� 	� �	-

�� (0;0) �	 �	�� (4;8) 0>y , �	 3xy = = 2
3

x . #���:� ��	��
	���;

xxy
2

3

2

3
2

1

==′ . 

������� ��������	
���� 0 � 4, �. �. �������� ���
	� �	�� ��
�� 0, 


�	�	� ��
�� 4. -��	����� �	����� �. 1, 
������ ����� �����

24 4 4 4

0 0 0 0

3 9 4 9 4 9
1 1

2 4 4 2

x x x
L x dx dx dx dx

+ +� �
= + = + = = =� �

� �
� � � �

( ) ( ) ( ) ( )
4 4

3 331
2 22 2

00

1 1 1 1
4 9 4 9 40 4 40 40 8

2 27 27 27
x dx x= + = + = − = −� . 

������ 38. $������� ����� ���� ����	� ����� 22
xx

eey
−

+= , 

[ ]2;0∈x . 

"�*����

$������ ��	��
	���;  

( )2 2 2 2
1 1 1

2 2 2

x x x x

y e e e e
− −

′ = − = − . 

-��	����� �	����� �. 1, 
������ ����� �����

( ) ( ) ( )
22 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 1
1 1 2

2 4

x x x x x x

L e e dx e e e e dx
− −− � �� �

= + − = + − ⋅ ⋅ + =� � � �
� � � �

� �
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( )
2 2 2

0 0 0

1 4 2 1
1 2 1 2

4 4 2

x x
x x x xe e

e e dx dx e e dx
−

− −+ − +
= + − ⋅ + = = + + =� � �

( ) ( ) ( )
2 22 2 2

2 2 2 2 2 2

0 0

1 1
2

2 2

x x x x x x

e e e e dx e e dx
− − −

= + ⋅ ⋅ + = + =� �

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 00

1 1
2 2

2 2

x x x x x x

e e dx e e e e
− − −

= + = ⋅ − = − =�

e
eeeeeee

112
0

2
0

2
2

2
2

−=−=�
�
��

�
� −−�

�
��

�
� − −−

. 

������ 39. $������� ����� ���� ���
	� 2cosln += xy , 
6

0 π≤≤ x . 

"�*����

$������ ��	��
	���;  

( ) ( ) tgxx
x

xy −=−=
′

+=′ sin
cos

1
2cosln . 

#���:� ����� �����, ���	����� �	����� �. 1. 

[ ]6 6 6 6

2

2

0 0 0 0

cos 0, 0; 61
1

cos coscos cos cos

x xdx dx
tg xdx dx

x xx x x

π π π ππ> ∈
+ = = = = =

=� � � �
6

0

0
ln ln ln

2 4 12 4 2 4

x
tg tg tg

ππ π π π� � � � � �
= + = + − + =� � � � � �

� � � � � �

ln ln ln 3 ln1 ln 3
3 4

tg tg
π π� �

= − = − =� �
� �

. 

������ 40. $������� ����� 	��	�	 
���� ����	���  

( )
( )

9 sin

9 1 cos .

x t t

y t

� = −
�

= −�

"�*����

 ��� 
��	� ����	��� �		�
����
��� [ ]π2;0∈t . $������ ��	��
	�-

���  

( )( ) ( )

( )( )

9 sin 9 1 cos

9 1 cos 9sin .

t

t

x t t t

y t t

′� ′ = − = −�
� ′� ′ = − =�
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#���:� ����� �����, ���	����� �	����� �. 2. 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2

0 0

81 1 cos 81sin 81 1 2cos cos sinL t tdt t t t dt

π π

= − + = − + + =� �

2
2 2

20 0

1 cos
sin ,

2 2
9 2 2cos 9 2 1 cos

2sin 1 cos
2

t t

tdt tdt
t

t

π π
−

=

= − = − = =

= −
� �

2 2 2

2

0 0 0

0 ,0 2 ,
2

9 2 2sin 18 sin 18 sin
2 2 2sin 0,

sin sin2
2 2

t
t

t t t
dt dt dtt

t t

π π πππ ≤ ≤≤ ≤

= = = = =
>

=
� � �

( ) ( ) ( )
2

0

18 2 cos 36 cos cos0 36 2 72
2

t
π

π⋅ − = − − = − − = . 

������ 41. $������� ����� ���� ���
	�  

2

2

5cos

05sin , 2.

x t

ty t π
� =
�

≤ ≤=�

"�*����

$������ ��	��
	����

( )5 2cos sin 5sin 2

5 2sin cos 5sin 2 .

t

t

x t t t

y t t t

′� = ⋅ − = −
�

′ = ⋅ =�

$������ ����� �����

2 2

2 2 2

0 0

25sin 2 25sin 2 5 2 sin 2L t tdt tdt

π π

= + = =� �

2 2

00

sin 2 0, 0 , 12 5 2 sin 2 5 2 cos 2
sin 2 sin 2 2

t t
tdt t

t t

π ππ> ≤ ≤
= = = − =

= �

( ) ( )
5 2 5 2

cos cos0 2 5 2
2 2

π
−

= − = − = . 
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������ 42. $������� ����� ���� ����	���  

3

3

2cos

2sin .

x t

y t

� =
�

=�

"�*����

9�� ��� ������ ����� (���. 19) ���������� 	��	�������	 Ox � Oy , 

�	 �	��	 
������� ��
:���; ���� ����� ����, � ����� ���	���� �� 4. 

�������� t ��� ��	� ����� ���������� 	� 0 �	
2

π , �.�. 	����	� [ ]
2

;0 π �		�-


����
��� ��
���� ����� ����	�� [ ]π2;0 . 

��
	��� 19 

$������ ��	��
	����
( )2 2

2 2

2 3cos sin 6cos sin

2 3sin cos 6sin cos .

t

t

x t t t t

y t t t t

′� = ⋅ − = −
�

′ = ⋅ =�

-��	����� �	����� �. 2, ����:� ����� ����� L , 14LL =

( )
2 2

4 2 4 2 2 2 2 2

1

0 0

36cos sin 36sin cos 6 cos sin cos sinL t t t tdt t t t t dt

π π

= + = + =� �

� �� =−====
2

0

2

0 0

2
2

0

22 2cos
2

3
2sin3sincos6sincos6

π π ππ

ttdttdttdttt

( )
3

cos cos0 3
2

π= − − = . 

14 4 3 12L L= = ⋅ = . 

������ 43. $������� ����� ���� ���
	�  

( )
( )

3 2cos cos 2

3 2sin sin 2 , 0 .

x t t

y t t t π

� = −
�

= − ≤ ≤�
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"�*����

$������ ��	��
	����

( )
( )

3 2sin 2sin 2

3 2cos 2cos 2 .

t

t

x t

y t t

′� = − +
�

′ = −�

( ) ( )
2 2

0

9 2sin 2sin 2 9 2cos 2cos 2L t t t dt

π

= − + + − =�

( ) ( )2 2 2 2

0

9 4 sin 2sin sin 2 sin 2 9 4 cos 2cos cos 2 cos 2t t t t t t t t dt

π

= ⋅ − + + ⋅ − + =�

( )2 2 2 2

0

6 sin cos sin 2 cos 2 2 sin sin 2 cos cos2t t t t t t t t dt
π

= + + + − + =�

( )
( )

0 0
cos 2 cos

6 2 2 sin sin 2 cos cos 2 6 2 2cos

t t t

t t t t dt tdt

π π

− =

= − + = − =� ������������

2

0 0 0

sin 0, 0 ,
2

6 2 2sin 6 2 2 sin 12 sin
2 2 2

sin sin
2 2

t
t

t t t
dt dt dt

t t

π π ππ> ≤ ≤

= = = = =

=
� � �

( ) 2410240cos
2

cos24
2

cos24
0

=−−=�
�

�
�
�

�
−−=−=

ππ
t

. 

������ 44. $������� ����� ���� �����	��� ( )2 1 cosρ ϕ= − . 

"�*����

9�� ��� ����� ����������� (���. 20), 
������ ����� ���� ���

12LL = , ��� 1L  – ����� 
������ �	�	
��� ���
	�, ϕ ��� ��	� ����� ����-
������ 	� 0 �	 π . 

��
	��� 20 
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#���:� ��	��
	���; ( )( )2 1 cos 2sinρ ϕ ϕ
′

′ = − = . -��	����� �	�����

�. 3, 
������ ����� �����  

( )
2 2 2 2

1

0 0

4 1 cos 4sin 2 1 2cos cos sinL d d

π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + = − + + =� �

2

0 0 0

2 2 2cos 2 2 1 cos 2 2 2sin
2

d d d

π π π ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = − = =� � �

( )
00 0

4 sin 4 sin 8cos 8 cos cos0 8 0 1 8
2 2 2 2

d d

π π πϕ ϕ ϕ π
ϕ ϕ

� �
= = == − = − − = − − =� �

� �
� � . 

������ 45. #���� ����� ����� ba e ϕρ = , 
2 2

π π
ϕ− ≤ ≤ . 

"�*����

$������ ��	��
	���; 2 2

2

b b
ab

ae e
ϕ ϕ

ρ
′� �

′ = =� �
� �

. -��	����� �	����� �. 

3, ����:� ����� �����. 

2 20,5 0,5 2 2
22 2

0,5 0,5
2 4

b b

b bab a b
L ae e d a e e d

π π
ϕ ϕ ϕ ϕ

π π

ϕ ϕ
− −

� � � �
= + = + =� � � �

� � � �
� �

0,50,52 2 2 2 2 2

2 2

0,50,5

4 4

2

b b
a a b a a b

e d e
b

ππ
ϕ ϕ

ππ

ϕ
−−

+ +
= = =�

2 2 2

4 4
4

b b
a a b

e e
b

π π
−� �+

= −� �
� �

. 

������ 46. $������� ����� ���� �����	��� ( )5 1 sinρ ϕ= + , 

0 ϕ π≤ ≤ . 

"�*����

#���:� ��	��
	���; ( )( )5 1 sin 5cosρ ϕ ϕ
′

′ = + = . $������ ����� ����

( )
2 2 2 2

0 0

25 1 sin 25cos 5 1 2sin sin cosL d d

π π

φ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + = + + + =� �

0 0

5 2 2sin 5 2 1 sin sin cos
2

d d

π π π
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

� �
= + = + = = − =� �

� �
� �
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2

0 0

5 2 1 cos 5 2 2cos
2 4 2

d d

π ππ π ϕ
ϕ ϕ ϕ

� � � �
+ − = − =� � � �

� � � �
� �

00

10 cos 20sin 20 sin sin 0
4 2 4 2 4 2 4

d

π ππ ϕ π ϕ π π π
ϕ

� �� � � � � � � �
= − = − − = − − − − =� � � � � � � �� �

� � � � � � � �� �
�

220
2

1

2

1
20

4
sin

4
sin20 =�

�

�
�
�

�
−−−=��

�

�
��
�

�
−�
�

�
�
�

�
−−=

ππ
. 

(
;7� ���

1. '�()� ���� 
 ����
���� ���������� 
�������. ����� ��	?���
������ ���� ��	��	���;, ��������������	� � 	��  Ox ��
�� ( )S x , 

[ ];x a b∈ . (���. 21). '�� ���� 	�A:�� ���� ����� �������� 
 �	��� x �

x x+ ∆ ����� ( )dV S x dx= .  

��
	��� 21 

0����, 	�A:� ���� � ��
������ �	������� ������� (����������-
������ � Ox ) �	��	 
������� �	 �	�����

( )
b

a

V S x dx= � . 

,��� ��
����	 ������ ���� ��	��	���;, ��������������	� ����	�
�		�������	� 	��, �	 �	����� ����	����. 
 2. '�()� ���� ���!����. ,��� ���	 	����	
��	 
��?����� 
	����
	�� Ox ��	��	� 	������, 	��������	� ����� � �
���� ��������� �����

( )1y f x= , ( )2y f x= , � ���
� � ����
� ������� x a= � x b= , �����

( ) ( ) ( )2 2

2 1S x f x f xπ � 	= −�  . -��	����� �	����� �. 1, �����

( ) ( )2 2

2 1

b

Ox

a

V f x f x dxπ � 	= −� � . 
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,��� ���	 	����	
��	 
��?����� ��	��	� 	������ 
	���� 	�� Oy , �	
����	���	 �����

( ) ( )2 2

2 1

b

Oy

a

V f y f y dyπ � 	= −� � . 

������ 47. $������� 	�A:� ����, 	��������	�	 �	
����	�����

2 2

2 2
, 1

x y
z z

a b
= + = . 

"�*����

�	���	�� �	
����	��� �� 	��	� ������ (���. 22). 
2 2

2 2

x y
z

a b
= +  – ��-

���������� �����	�	��, 	�� ��������� Oz . 1z =  – ��	��	���, ���������-
��� ��	��	��� xOy , ��	�	��?�� 	� ��: �� �����	���� 1.  

��
	��� 22 

������:� �	�����	� ���	 ��	��	���; z const= , ����������	�
��	��	��� xOy . $ ������ �	���� ������  

2 2

2 2

x y
z

a b
+ = , 

2 2

2 2
1

x y

za zb
+ = . 
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�	��	�� ������� za � zb . ��	?��� �	�����	�	 ������ (��	?���
�������) ( )S z za zb abzπ π= = . -��	����� �. 1, 
������ 	�A:� ����

( )
1 1 12

00 0
2 2

b

a

z ab
V S z dz abzdz ab zdz ab

π
π π π= = = = =� � � . 

������ 48. $������� 	�A:� ����, �	�����	�	 
��?����� 
	����
Ox 	������ 2siny x= , , siny x= , 0 x π≤ ≤ . 

"�*����  

�	���	�� 	������ (���. 23). 

��
	��� 23 

-��	����� �	����� �. 2, �����

2 2 2

0 0

4sin sin 3 sinOxV x x dx xdx

π π

π π� 	= − = =� � �

( ) 2

00

3 3 1 3
1 cos 2 sin 2

2 2 2 2
x dx x x

π π

π π π
� �

= − = − =� �
� �

� . 

������ 49. $������� 	�A:� ����, �	�����	�	 
��?����� 
	����
Oy ��	��	� 	������, 	��������	� ������� 2 2 1y x x= − + , 2x = , 0y = . 

"�*����

�	���	�� ������� �����, 	������
�;?�� 	������, �� 	��	� ��-

���� (���. 24). !����� ������� 2 2 1y x x= − +  – �����	��, 
��
� �����
��-
�� 

���, 
��*��� 
 �	�� ( )1;0 . !����� 2x =  – ������, ������������ Oy . 

������*�� ���
����� ����� 2 2 1y x x= − + 
 
��� ( )x f y= . -����

( )
2

1y x= − , 1x y= ± . 
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��
	��� 24 

9�� ��� 	������ 	�������� ���
	� 
��
�; �����	��, �	 1x y= + . 

'�� 
�������� 	�A:�� ���	������ �	����� �. 2. 

( ) ( )
1 1

2
2

0 0

2 1 3 2OyV y dy y y dyπ π� �= − + = − − =� �
� �� �

12

0

4 7
3

3 2 6

y
y y yπ π

� �
= − − =� �

� �
. 

������ 50. $������� 	�A:� ����, 	����	
���	�	 
��?����� 
	-

���� Ox 	��	�	 
���� ����	���

( )
( )

sin

1 cos .

x a t t

y a t

� = −
�

= −�

"�*����

 ��� 
��	� ����	��� �		�
����
��� ������; ��������� [ ]0;2t π∈ . 

-��	����� �	����� �. 2, � ����
�� �	 ( )1 costdx x dt a t dt′= = − , �����

( ) ( ) ( )
2 2

2 32 3

0 0

1 cos 1 cos 1 cosOxV a t a t dt a t dt

π π

π π= − − = − =� �

( )
2

3 2 3

0

1 3cos 3cos cosa t t t dt

π

π= − + − =�
2

3 3 3 2

0

3 1 1
3sin sin 2 sin sin 5

2 2 3
a t t t t t t a

π

π π
� �� � � �

= − + + − − =� � � �� �
� � � �� �

. 
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��	:��� �	���2�	��� ���:���

1. ��	?��� �	
����	���, �	�	��� 	����	
��� 
��?����� 
	���� 	��
Ox ����� ( )y f x= , [ ];x a b∈ , 
��������� �	 �	�����

( ) ( )( )2
2 1

b

a

S f x f x dxπ ′= +� . 

 2. ,��� ���
�� ������ ��������������� ���
������� ( )x x t= , 

( )y y t= , �	 ��	?��� �	
����	���, 	����	
���	� 
��?����� 
	���� 	�� Ox

���� ��	� ���
	�, 
��������� �	 �	�����

( ) ( ) ( )
2

1

2 22

t

t

S y t x t y t dtπ ′ ′= +� , 

��� 1t � 2t  – ������� ��������� t , �		�
����
�;?�� �	���� ����. 

������ 51. $������� ��	?��� �	
����	���, 	����	
���	� 
��?�-
���� 
	���� Ox �����	�� 2y x= , 	���:��	� ����	� 3x = . 

"�*����

0���*�� ���
����� �����	�� 
 
��� ( )y f x= . (	��	 ������, �	

�	
����	��� 	����	
��� 
��?����� 
��
� �����	�� y x= . 9	���

( ) ( ) 1

2
f x x

x

′
′ = = . $������ ��	?���, ���	����� �	����� �. 1. 

23 3

0 0

1 4 1
2 1 2

42

x
S x dx x dx

xx
π π

+� �
= + = =� �

� �
� �

( ) ( )
3 3

3
2

00

4 1 2 1
2 2 4 1 13 3 1

2 3 4 6

x
dx x

π
π π

+
= = ⋅ + = −� . 

������ 52. $������� ��	?��� �	
����	��� ����� ������� R . 

  

"�*����

�	
����	��� ����� �	��	 �	����� 
 ���������� 
��?���� 
	����

Ox �	��	�����	��� 2 2y R x= − , ��� ��	� [ ];x R R∈ − . -��	����� �	�����

�. 1, 
������ ��	?���
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2

2 2

2 2
2 1

R

R

x
S R x dx

R x
π

−

� �
= − + =� �

−� �
�

2
2 2 2

2 2
2 2 4

R R

R R

R
R x dx Rdx R

R x
π π π

− −

= − = =
−� � . 

  

������ 53. $������� ��	?��� �	
����	���, 	����	
���	� 
��?�-
���� 
	���� Ox ����	���

3

3

cos

sin .

x a t

y a t

� =
�

=�

"�*����

'��� AB ����	��� ��� 
��?���� 
	���� Ox 	������� �	�	
��� ��-
�	�	� ��	?��� (���. 25). #���:� ��	?��� �	
����	���, �	�����	�
	� 
��?���� ���� AB 
	���� Ox , � ��������� ��
	��.  

��
	��� 25 

#���:� ������� ��������	
����. $ �	�� ( );0A a �����
3cosx a t a= = , ����� cos 1t = , 0t = . $ �	�� ( )0;B a ����� 3cos 0x a t= = , 

����� cos 0t = , 
2

t
π

= . $������ ��	��
	����

( )

( )

3 2

3 2

cos 3 cos sin

sin 3 sin cos .

x a t a t t

y a t a t t

� ′′ = = −�
�

′� ′ = =�
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$	��	�������� �	����	� �. 2. 

2
3 2 4 2 2 4 2

0

1
2 sin 9 cos sin 9 sin cos

2
S a t a t t a t tdt

π

π= + =�

52
22 4 2 2

0
0

sin 6
6 sin cos 6

5 5

t
a t tdt a a

π
π

π π π= = =� . 

$�� ���	��� ��	?��� 212

5
S aπ= . 

$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1. $������� ��	?��� ������, 	��������	� �����	�	�
2y x= , ������� 1x = − , 2x = � 	��; Ox . 

( �
��: 3S = .) 

$������ 2. $������� ��	?��� 	������, 	��������	� �������

( )4 1 cosρ ϕ= + , 
3

cos
ρ

ϕ
= . 

( �
��: 8 9 3S π= + .) 

$������ 3. $������� 	�A:� ����, 	��������	�	 �	
����	�����
2 2

1
3 4

x y
+ = , 3z y= , 0z = . 

( �
��: 8V = .) 

$������ 4. $������� 	�A:� ����, �	�����	�	 
��?����� 
	����
Ox ��	��	� 	������, 	��������	� ������� 22y x= , 2 2 3 0x y+ − = , 0y = . 

( �
��: 
11

120
OxV π= .) 

$������ 5. $������� 	�A:� ����, �	�	�	� �	������� 	� 
��?����

	���� 	�� 	������ 	������, 	��������	� ���	� �����	��� siny x= , �	-

	�
����
�;?�� ��
���� ����	��. 

( �
��: 21
2

4
OyV π π= − .) 

$������ 6. $������� ����� ���� ����� ln cos 2y x= + , 0
6

x
π

≤ ≤ . 

( �
��: ln 3L = .) 
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$������ 7. $������� ����� ���� �����, ������	� �������������

2

2

5cos

5sin , 0 .
2

x t

y t t
π

� =
�
�

= ≤ ≤�
�

( �
��: 5 2L = .) 

$������ 8. $������� ��	?��� �	
����	���, 	����	
���	� 
��?�-
���� 
	���� 	�� Ox ���� �����	�� 2 2 1y x= + , ����;���	� ����� �	��-
�� � ���������� 1 1x = , 2 7x = . 

( �
��: 
112

3
S π= .) 

2.2 ����	���� 	������7��	�	 ��������� � ������< 3���*����2
����*

�������� ����	���

+	�����	 ���	�� ������� ���� ��
����� ����	��� �� ������� ��	-

?��� ds 
��������� �	 �	�����

dP hdsγ= , 

��� γ  – �������� 
�� ����	���, h  – 
��	�� ��	��� ����	��� ��� ���-
����	�ds . 

��
	��� 26 

1. '������� �� ����������� ����	")��	* � "����
�� ���
����	.

6�	�� 
������� ��
����� ����	��� �� ��������� ������	� �	���, 
�-

����� ������� �		������.  �� Ox �����
�� 
���������	 
��� (Ox ��	��	
�����
��� 
 ��	�	�� �
������� ���	�	� 
������, ��� ����� ������ � 

�������*��), 	�� Oy �	
������ � �	
����	���; ����	��� (���. 27). 
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��
	��� 27 

9	��� h x= , ( ) ( )( )2 1ds y x y x dx= − , ( ) ( )( )2 1dP x y x y x dxγ= − . 0����  

( ) ( )( )
2

1

2 1

x

x

P x y x y x dxγ= −� , 

��� 1
x , 2

x  –  ������� ��������	� x , �	�	��� �		�
����
�;� 
�������

� ������� ���; ���������, ( )1
y x , ( )2

y x  – ���
����� �����, �	�	��� ����;�

��
�� � ���
�� ���� ��������� �		�
����
���	. 
2. �������� "����
�� �� 
����� 
�
	��. 6�	�� 
������� ���� ��
-

����� ����	��� � �������� 
��	� γ �� ������ �	����, 
������ �������
�		������.  �� Ox �����
�� 
���������	 
���, 	�� Oy �	
������ � �	-


����	���; ����	��� (���. 28). 

��
	��� 28 

9	��� h x= , ( )
2

2 1ds y y dxπ ′= + . 0����  

( )
2

0

2 1

k

P xy y dxπγ ′= +� , 

��� k – 
��	�� ����	��� 
 �	����, ( )y y x=  – ���
����� �����, 
��?�-

���� �	�	�	� 
	���� 	�� Ox 	��������� �	
����	��� �	����. 
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������ 54. $������� ��
����� 
	�� �� ��	����, ������ �	�	�	�

����� �	��� �����	�� (���. 29). �������� 
�� 
	�� 31 �
�

. 

��
	��� 29 

"�*����

$
���� ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 30.  

��
	��� 30 

6�	�� ����� 
�������� ��� ( )1
y x � ( )2

y x , �	���
�� ���
����� ��-

���	��. ���
����� �����	��, 
��
� �	�	�	� �����
���� 
 ��	�	��, ��	��-


	�	�	���; �	�	�������	�� �����
����; 	��  5 ����� 
��: 

( ) ( )
2

0 02y y p x x− = − − , ��� ( 0x , 0y )–�		������� 
��*��� �����	��. &��


���	 �� �������, 
��*��� �����	�� ���	����� 
 �	��(5, 2). 0���� ���
-

����� ������ 
�� ( ) ( )
2

2 2 5y p x− = − − .  �������� p . 9�� ��� �����	��

��	�	��� ���� �	�� (1, 0), �	 �		������� ��	� �	�� ��	
���
	��;�
���
����; �����	��:  

( ) ( )
2

0 2 2 1 5p− = − − , 

( )4 2 4p= − − , 

2

1
=p . 

0����, ���
����� �����	�� ����� 
��  

( ) ( )
2

2 5y x− = − − . 
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 ��;��  

( ) xy −=− 52
2 , 

xy −±=− 52 , 

251 +−−= xy ,  252 +−= xy . 

'�
����� 
	�� ( 1γ = ) �� �������� ��������� �	 �	�����

( ) ( )( )dxxyxyxP

x

x

� −=
2

1

12

( )( )
5 5 5

1 1 1

5 2 5 2 2 5 2 5P x x x dx x xdx x xdx= − + − − − + = − = − =� � �

$������ ��������

( ) ( ) ( )
2

2 4 2

2

5 ,5 ,
5 5 2 2 5

5 , 2

x t x t
x xdx t t tdt t t dt

x t dx tdt

− = − =
− = = − − = − =

= − = −
� � �

( ) ( )
5 3

5 3 5 5 55
2 4

5 3 5 3

x xt t
�

� �− −� � � �= − = − +� � � �� �
� �

. 

( ) ( )
5 35

1

5
5 5 5

5 4
5 3

1

x x
x xdx

� �− −� �− = − =
� �
� �

�

( ) ( ) ( ) ( )
5 3 5 3

5 5 5 5 5 5 1 5 5 1 416
4

5 3 5 3 15

� �� �− − − −� �� �= − − − =
� �� �� �

� �� �

�. 

������ 55. "�������� ��
����� 
	�� �� ���������, ��	����:���;
�� ���. 31 

��
	��� 31 
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"�*����

$
���� ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 32.  

��
	��� 32 

  

+	���
�� ���
����� �����	��. $��*��� 
 �	�� (3;2). 0����, ���
-
����� ����� 
��

( )
2

3 2 2x p y− = − . 

�����	�� ��	�	��� ���� �	�� (-1;0). �	����
�� �: �		������� 


���
����� � ����:�
1

2
p = − . 9	��� ���
����� �����	�� ����� 
��: 

( )
2

3 2x y− = − − , 

���

1 2
2 3 , 2 3y x y x= − − = + − . 

'�
����� 
	�� ( 1γ = ) �� �������� ��������� �	 �	�����

( ) ( )( )dxxyxyxP

x

x

� −=
2

1

12

3

0

24 3
2 3

5
P x xdx= − =� �. 

������ 56. "�������� ��
����� ����	��� � �������� 
��	� γ   ��
���������, ��	����:���; �� ���. 33. 

"�*����

$������ ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 34.  
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"������� �������� �� �	��� ��	���� ���� ���, �	�� 	��	����	
�	��	 ���	 �������� ���
����� �����, 	������
�;?�� ��������� ����-

� � ���
�.  �	����� ��
����� �� ��� ���� 1P � 2P .  

  

��
	��� 33      ��
	��� 34 

$������  1P . +	���
�� ���
����� ������, ��	�	��?�� ���� �	��

( )5;0A , ( )0;1B  (������ AB ) � ( )0;1B , ( )2;3C  (������ BC ). $	��	��������

���
������ ����	�, ��	�	��?�� ���� �
� �������� �	��: 

1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

− −
=

− −
. 

   

9	��� ���
����� AB : 

5 0

0 5 1 0

x y− −
=

− −
; 

1
5

x
y = − . 

���
����� BC : 

0 1

2 0 3 1

x y− −
=

− −
; 

1y x= + . 

0����  

( ) ( )2 1

6
1 1

5 5

x
y x y x x x

� �
− = + − − =� �

� �
; 

2 23

1

00

6 6 16

5 5 3 5

x
P x xdxγ γ γ= = ⋅ =� . 
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$������ 2P . +	���
�� ���
����� ����	�, ��	�	��?�� ���� �	��

( )5;0A � ( )2;3C  (������ AC ): 

5 0

2 5 3 0

x y− −
=

− −
; 

5y x= − + . 
  

0����  

( ) ( )2 1

4
5 1 4

5 5

x
y x y x x x

� �
− = − + − − = − +� �

� �
; 

5 5

2 3

2

22

4 4 54
4 2

5 15 5
P x x dx x xγ γ γ

� � � �
= − + = − =� � � �

� � � �
� . 

9	���  

1 2

16 54
14

5 5
P P P γ γ γ= + = + = . 

������ 57. $������� ����, � �	�	�	� 
	�� ��
�� �� ��	����, ���-
��� �	�	�	� ����� �	��� ��
�	�������	� �������� (���. 35). ��������


�� 
	��  31 �
�

. 

��
	��� 35 

"�*����

$������ ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 36. +	���
�� ���
-
����� ������ AD � BC . 

��
	��� 36
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���
����� ����	�, ��	�	��?�� ���� �	��  ( )0;0A � ( )5;2D �����


�� (��. �������?�� ������): 

0 0

5 0 2 0

x y− −
=

− −
; 

2

5
y x= . 

���
����� ����	�, ��	�	��?�� ���� �	��  ( )0;7B � ( )5;5C �����


��: 

0 7

5 0 5 7

x y− −
=

− −
; 

2
7

5
y x= − . 

$������ ��
����� �� ��	����. 

( ) ( )( )
2

1

5

2 1

0

2 2
1 7

5 5

x

x

P x y x y x dx x x x dxγ
� �� �

= − = − − =� �� �
� �� �

� �
52 3

0

4 325
7

2 5 3 6

x x� �
= − =� �
� �

�. 

������ 58. $������� ��
����� ����	��� (�������� 
�� γ ), ��
������ �����
����, �������
��;?��	 �	�	� �	������� ������� R . "����-


��� ���	���� �	��	���;. 

"�*����

$������ ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 37.  

��
	��� 37 
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"����
��� �	��	 ���������
��� ��� �	
����	���, 	����	
����;

��?����� 
	���� 	�� Ox ���� AB . +	���
�� ���
����� AB . '��� ����-

���
���� �	�	� ���� 	�����	��� � �����	� 
 �	�� ( )0;0 � ������	� R . 

���
����� ���	� 	�����	��� ����� 
�� 2 2 2x y R+ = .  ��;��  

2 2y R x= ± − . 

9�� ��� ���� AB ��	�	��� ���� �	�� ( );0R , �	 ���
����� AB

2 2y R x= − . 

#��	��� y′ : 

2 2

x
y

R x

−
′ =

−
. 

0����  

2

2 2 2 2

2 2 2 2
0 0

2 1 2

R R
x R

P x R x dx x R x dx
R x R x

πγ πγ
� �−

= − + = − =� �
− −� �

� �
3

3

0

2 2
2

R
R

xRdx Rπγ πγ πγ= = =� . 

������ 59. $������� ��
����� 
	�� ( 1γ = ) �� ������ �	����, 
�������
��;?��	 �	�	� �	���, 	���?:���� 
��*��	� 
��� � ������	�
	��	
���� 2 � � 
��	�	� 5 �. $��	�� 
	�� 
 �	���� 3 �. 

  

"�*����

$������ ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 38.  

��
	��� 38 
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&	��� �	��	 ���������
��� ��� �	
����	���, 	����	
����; 
��?�-
���� 
	���� Ox ����	� AB . +	���
�� ���
����� ����	�, ��	�	��?�� �-
��� �	�� ( )2;2A − � ( )3;0B . 

( )
( )

2 2

3 2 0 2

x y− − −
=

− − −
, 

( )2 3

5

x
y

− −
= . 

9	���
2

5
y′ = − . 0����

( ) ( )23 3

0 0

2 3 2 32 29
2 1 2

5 5 5 5

x x
P x dx x dxπ π

− − − −� �
= + − = =� �

� �
� �

( )
3

0

4 29 18 29
3

25 25
x xπ π= − − =� . 

��
	�� ��������	+ ����

����� �	� �����
��� �	��	���	� ���� F ������������ �	�� �
�-

����� �	 ����	������	�� ������ ���� s . "��	�� A ���� �� ��	� ������

��������� �	 �	�����  

A F s= ⋅ . 

 1. ������ �� ����������* "����
��. 6�	�� 
������� ���	��, ��-
	��	����; ��� 
����
���� ����	��� � �������� 
��	� γ �� �����
����

�� 
��	�� h 

��:� ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 39. (	�� Ox

��	��	 �����
��� 
 ��	�	�� �
������� ���	�	� 
������, ��� ����� ��-
���� � 
 �������*��). 

����� dP  – 
�� ��	� ����	��� 
��	�	� dx . 9	���

( )dP dV S x dxγ γ= = , ��� ( )S x  – ��	?��� ��	�. ����� dA  – ������������

���	��, �. �. ���	��, �	�	��; ��	��	���	 ���������, �	�� �	����� ��	�
����	��� 
��	� dP �� 
��	�� x h+ . 



 83

��
	��� 39 

9�� ��� ��	� ����	��� 
��	� dP ��	��	���	 �	����� �� 
��	��
x h+ , �	 ( ) ( ) ( )dA dP x h x h S x dxγ= ⋅ + = + . 0����

( ) ( )
2

1

x

x

A x h S x dxγ= +� , 

��� ( )S x  – ��	?��� ������ �����
���� �� �����	���� x 	� �����

�		������, 1x , 2x  – �������, �		�
����
�;?�� 
������ � ������ �������
����	���.  

 2. ������ �� ���()�	 
�	�����. 6�	�� 
������� ���	��, �	
��*�-
���; ��� �	�A:�� �������� ����	� m � �	
����	��� 0���� �� 
��	�� H , 


	��	�������� ���	�	� ���
������  

2
( )

Mm
F r G

r
= , 

��� G  – ���
�����	���� �	��	�����, �M  – ����� 0����, r  – �����	�-
��� 	� ������ 0���� �	 ��������. $
��:� ������� �		������ ��� �	�����	
�� ���. 40.  

��
	��� 40 
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 �	����� ���� ( )F x ����, �	�	��� �����
��� �� ������� �� 
��	��

x ��� 0���:�, ( )a x  – ���	����� �
	�	��	�	 ������� �� 
��	�� x . ���

��	� ( ) ( )F x ma x= . ,��� 0x =  (������� ���	����� �� �	
����	��� 0����) 

�	 ( ) 29,8 �a x g



= = , ����� ( ) ( )0 0F ma mg= = . + ����	� ��	�	��, ���	��-

��� ���	� ���
������, �����  

( )
( )

( )2 2
, 0

� �

mM mM
F x G F G

R x R
= =

+
. 

0����  

( )
( )

2 2
,

��

mM mM
ma x G mg G

RR x
= =

+
. 

-� �	������� �	����� ���	���
2

�gR
M

G
= . 9	���  

( )
( ) ( )

2 2

2 2

� �

� �

gR mgRm
F x G

R x G R x
= =

+ +
, 

����� dA  – ������������ ���	��, �. �. ���	��, �	 ���	�	����; ����
���������� ( )F x �� 
��	�� x . 9	���  

( )
( )

2

2

�

�

mgR
dA F x dx dx

R x
= =

+
. 

"��	��, �	
��*����� ��� �	������ �������� �� 
��	�� H ��� 0��-

�:�, 
��������� �	 �	�����  

( )

2

2

0

H

�

�

mgR
A dx

R x
=

+� . 

 3. ������ �� ��
��"���* ��	"���. 6�	�� 
������� ���	��, �	-

�	��; ����	 ���������, �	�� ��������� ������� �� s ��. ����� (�	��-

������� �:���	��� ������� k ), 
	��	�������� ���	�	� !��� F ks= , ���
F  – ����, �������
�;?�� �������.  

6�	�� ��������� ������� �� ����� dx ��	��	���	 ��������� ���-
��������; ���	�� ( )dA F x dx= . 9	���

( )
0

s

A F x dx= � , 

��� s  – ��������� �������. 
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 4. ������ �� 
"���* ����. 6�	�� 
������� ���	��, ������
��-
��; �� ������ ���� 
 �������� ������� R � 
��	�	� H , 
	��	��������
���
������ �	��	���� ���� 1 1 2 2PV PV= .  

����� 
 ����� ��	����� ��
����� 
 �������� ���	 ��
��� 0P .  �A-

:� �������� 2

0V R Hπ= .  �	�����  ( )P x  – ��
����� ���� 
 �������� ���

������?���� �	�*�� �� �����	���� x 	� ������	�	 �	�	����� (���. 41). 

��
	��� 41 

  

��� ��	� 	�A:� ���� �������� � ���	� ( ) ( )2V x R H xπ= − . 9	���

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0,PV P x V x P R H P x R H xπ π= = − . 

-� �	�������	 ���
����� ���	��� ���� ��
����� ���� ( )P x

( )
2

0P R H
P x

H x

π
=

−
. 

��� ������?���� �	�*�� �� �����	���� dx ������
����� ������-

������ ���	�� ( )
2

0P R H
dA P x dx dx

H x

π
= =

−
. 9	��� ���	�� �	 �����; ���� 
 ��-

���������	� �����
���� 
��������� �	 �	�����  

2
20

0

0 0

a a
P R H dx

A dx P R H
H x H x

π
π= =

− −� � , 

��� a  – �����	����, �� �	�	�	� ������?����� �	�*���.  
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������ 60. $������� ���	�� �	 
����
���; ����	���, ��������

�� �	�	�	� γ , �� �	�����	�	 �����
���� ��������� R � H . 

"�*����

$
��:� ������� �		������ � 	�	������� ��� �	�����	 �� ���. 42.  

��
	��� 42 

 �	����� ���� ( )S x ��	?��� ������ �	���� �� �����	���� x 	�

����� �		������. #���:� ������ ������ ( )r x . "����	���� �����	������

BOC � AOD . -� �	�	���
AD OA

BC OB
= . 9�� ��� ( )AD r x= , BC R= , OA x= , 

OB H= , �	����

( )
( ),

r x x xR
r x

R H H
= = . 

9	���

( ) ( )
2 2

2

2

x R
S x r x

H
π π= = . 

-��	����� �	����� �. 1, 
������ ���	��

( )
2 2 2 2 2

3

2 2

0 0

0
4

H H
x R R R H

A x dx x dx
H H

π π
π= + ⋅ = =� � . 

������ 61. /��	�, ��������������	� ������ �	�	�	�	 �
������
�����	�	�, ���	���� ����	���; � �������� 
��	� γ . $������� ���	��, 
�	�	��; ����	 ��������� �� �������
���� ����	��� ���� ���� ���	��. 
'���� ���	�� 5 �, *����� 4 �, ������� 4 �. 
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"�*����

$
��:� ������� �		������ ��� �	�����	 �� ���. 43.  

��
	��� 43 

 �	����� ��	?��� ������ ���	�� �� �����	���� x 	� �����
�		������ ���� ( )S x . +����� �
������ ����	��	�����	�, 	��� �� ��	�	�

�	�	�	�	 5a = �. #���:� 
�	��; ��	�	��. ���
����� �����	�� 
 ���	�
������� �		������ ����� 
�� 24x y= − ��� 1 24 , 4y x y x= − − = − . 

0����,  

( )2 1 4 4 2 4b y y x x x= − = − − − − = − . 

$������ ��	?��� ����	��	������

( ) 5 2 4 10 4S x a b x x= ⋅ = ⋅ − = − . 

#��	��� ���	��, ���	����� �	����� �.3 

( ) ( )
4 4

3 5

00

4 1 256
10 4 20 4 4

3 5 3
A x xdx x xγ γ γ

� �
= − = − − − − =� �

� �
� . 

������ 62. =������ ���	���� ���	� ��� ���	�����	� ��
�����
3103.3 10⋅ ��. +���� ��� ���������, 	��������� ���	��, �	
��*����; ���

��	��������	� ������ ���� �	�*���, ���������
*���� 
����� ��������
(������ 	��	
���� 0.4 �, 
��	�� 2 �) �� 1.5 �.  

"�*����

$	��	�������� �	����	� �. 4. -����

1.5 1.53 2
3

0 0

103.3 10 0.4 2
33.056 10

2 2

dx
A dx

x x
π π

⋅ ⋅ ⋅
= = ⋅ ⋅ =

− −� �
1.5

3 3 3

0

2
33.056 10 ln 2 33.056 10 ln 33.056 10 ln 4

0.5
xπ π π= − ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ '�. 
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������ 63. $������� ���	��, �	�	��; ����	 ���������, �	��
��������� ������� �� 0.1�, ���� ��
����	, �	 ��� ��������� �: �� 0.01 �
��	��	���	 ����	���� ���� 
 32 10⋅ #. 

  

"�*����

#���:� �	��������� �:���	��� �������. -��	����� ���	� !���
F ks= , ��� 32 10F = ⋅ � 0.01s = ����� 3 52 10 : 0.01 2 10k = ⋅ = ⋅ . -��	�����
�	����� �. 3, 
������ ���	��

0.1 2
5 5 3

0

0.1
2 10 2 10 10

2
A xdx= ⋅ = ⋅ =� '�. 

$���*� �� ��������

1. ������������� ���"����. ����� ������������ �	�� �
������
����	������	 � ��������	� ��	�	���;, �
��;?���� ��
����	� ��������
	� 
������ ( )v v t= . 9�������� ����� ����, ��	������� �	�	� 	� �	�����


������ 1t �	 2t . "����	���� ������������ ��	�����	� 
������ [ ];t t t+ ∆ . 

0� ��	 
���� �	�� ��	��:� ���� ( )ds v t dt= . -��������� �	 	������ [ ]1 2;t t , 

�	���� 
������ ����, ��	�����	�	 �	�	� �� ��	� 	����	� 
������: 

( )
2

1

t

t

s v t dt= � . 

 2. +������������ ���"����. ����� ������	��� �
������ �	�� ����-
�� ��������������� ���
�������  

( )
( ).

x x t

y y t

� =
�

=�

6�	�� 
������� ����, ��	������� �	�	� �� 	����	� 
������

[ ]1 2;t t , 
	��	�������� �	����	� ����� ���� �����, ������	� 
 ���������-

���	� �	���: 

( ) ( )
2

1

2 2
t

t

s x y dt′ ′= +� . 
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������ 64. (����������� �	�� �
������ ����	������	 �	 ��	�	-

���; ( ) 26 4 1v t t t= + + �
c

. #���� ����, ��	������� �	�	� �� ��	�����	�


������ [ ]0;3 .  

"�*����

+	�����	 �	����� �. 1, �����

( ) ( )
3 3

2 3 2

00

6 4 1 2 2 56s t t dt t t t �= + + = + + =� . 

������ 65. +�	�	��� ����	������	�	 �
������ �	��

( ) t �v t te



α−= . #���� ����, ��	������� �	�	� �� ���
�� 
β 	� �����

�
������. 
  

"�*����

����, ��	������� �	�	� �� 
β , 
������ �	 �	�����  

0

ts te dt

β
α−= � . 

-���������� «�	 �����»: 

00

1

t

t t

t

u t dv e dt
t

s te dt e
du dt v e

α
β β

α α

α α
α

−

− −

−

= =

= = = − −
= = −

�

2 2 2

0 00

1 1 1 1t t tt
e dt e e e �

β β β
α α α αββ

α α α α α α
− − − −� �

− − = − − = − + +� �
� �

� . 

������ 66. $������� �����;; ��	�	��� � ����, ��	������� �	-

�	� �� 
���� [ ]0;6t ∈ , ���� ���	� �
������ �	��  

( )
( )

2

2

2 sin 2 cos

2 cos 2 sin .

x t t t t

y t t t t

� = − +�
�

= − +��
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"�*����

6�	�� 
������� ����, ��	������� �	�	�, 
	��	�������� �	���-
�	� �. 2. ����
�� �	

( )( )

( )( )

2 2

2 2

2 sin 2 cos cos

2 cos 2 sin sin ,

x t t t t t t

y t t t t t t

� ′′ = − + =�
�

′� ′ = − + =
�

���	��� ����, ��	������� �	�	� �� [ ]0;6t ∈

6 6 63
4 2 4 2 2

00 0

cos sin 72
3

t
s t t t tdt t dt= + = = =� � . 

$������ �����;; ��	�	���

72
12

6

�

s
v

t
= = = . 

-�*������� �����. �	�����. =���� ����

"����	���� ��	���; ���
�; ( )y f x= , [ ];x a b∈ , ��	��	��� �	�	�	�

( )xρ ρ=  (���. 44). 

��
	��� 44 

$������ ������� ���� ���
	� dL .  

 1. ,�

� ��	�	 ������ ���
	� ( )dm x dLρ= . -��	����� �	�����

( )
2

1dL y dx′= + , �����

( ) ( )
2

1

b

a

m x y dxρ ′= +� . 



 91

 2. ,������� ����%�� ����������	� �	�� A 	��	�������	 �	��
(����	�) 
��?���� ����
����� 
������  

2I mr= , 

��� m  – ����� �	�� A , r  – �����	���� �	 �	�� (����	�) 
	���� �	-

�	�	� ��	���	��� 
��?����. 
+	�����	 	���������; �	���� ������� ��	��	� ���
	� 	��	������-

�	 ����� �		������ 
��������� �	 �	�����

( )( ) ( )
22 2

0 1

b

a

I x x y y dxρ ′= + +� , 

� �	����� ������� 	��	�������	 �		��������� 	��� Ox � Oy  – �	 �	�-

�����

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 21 , 1

b b

x y

a a

I x y y dx I x x y dxρ ρ′ ′= + = +� � . 

 3. �������
��� �������� �	�� A 	��	�������	 �	�� (����	�) 

����
����� 
������  

M mr= , 

��� m  – ����� �	�� A , r  – �����	���� �	 �	�� (����	�) 	��	��-

�����	 �	�	�	� 
��������� �	����. 
+	�����	 	���������; ���������� �	���� ��	��	� ���
	� 	��	��-

�����	 ����� �		������ 
��������� �	 �	�����

( ) ( ) ( )
22 2

0 1

b

a

M x x y y dxρ ′= + +� , 

� ���������� �	����� 	��	�������	 �		��������� 	��� Ox � Oy  – �	
�	������

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 , 1

b b

x y

a a

M x y y dx M x x y dxρ ρ′ ′= + = +� � . 

 4. -� �		��	*����
x CM my= �

y CM mx= ���	��� �		������� %��-

��� ��

 ( );C CC x y

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1 1

,

1 1

b b

a a
C Cb b

a a

x x y dx x y y dx

x y

x y dx x y dx

ρ ρ

ρ ρ

′ ′+ +

= =

′ ′+ +

� �

� �
. 
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"����	���� ��	���; 	������, 	���������; �
���� ������	� ����-
��� ( )y f x= , [ ];x a b∈ , ��	��	��� �	�	�	� ( )xρ ρ=  (���. 45). 

��
	��� 45 

$������ ������� ��	?��� ds . 

5. ,�

� ��	�	 ������ 	������ ( )dm x dsρ= . -��	����� ��	������-

���; ������������; 	������:��	�	 ���������, �����

( ) ( )
b

a

m x f x dxρ= � . 

 6. +	�����	 	���������; (�. 2), ������ ����%�� ��	��	� 	������
	��	�������	 ����� �		������ 
��������� �	 �	�����

( ) ( )( ) ( )2 2

0

b

a

I x x f x f x dxρ= +� , 

� �	����� ������� 	��	�������	 �		��������� 	��� Ox � Oy  – �	 �	�-

�����

( ) ( ) ( ) ( )3 2,

b b

x y

a a

I x f x dx I x x f x dxρ ρ= =� � . 

7. +	�����	 	���������; (�. 3), 
������
��� ������ ��	��	� 	���-
��� 	��	�������	 ����� �		������ 
��������� �	 �	�����

( ) ( )( ) ( )2 2

0

b

a

M x x f x f x dxρ= +� , 

� ���������� �	����� 	��	�������	 �		��������� 	��� Ox � Oy  – 

�	 �	������

( ) ( ) ( ) ( )2 ,

b b

x y

a a

M x f x dx M x xf x dxρ ρ= =� � . 
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 8. &		������� %����� ��

 ( );C CC x y 
�����;��� �	 �	������

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

,

b b

a a
C Cb b

a a

x x f x dx x f x dx

x y

x f x dx x f x dx

ρ ρ

ρ ρ

= =
� �

� �
. 

������ 67. $������� �	���� ������� � �������� �	���� 	��	-

�	��	� 	�����	��� ( constρ = ) 2 2 2x y R+ = 	��	�������	 ������. 
  

"�*����

9�� ��� 2 2y R x= ± − ,
2 2

x
y

R x
′ =

−
� , �����

2
2 3 3

0 2 2 2 2
0 0

4 1 4 2

R R
x dx

I R dx R R
R x R x

ρ ρ πρ= + = =
− −

� � , 

2
2 2

0 2 2 2 2
0 0

4 1 4 2

R R
x dx

M R dx R R
R x R x

ρ ρ πρ= + = =
− −

� � . 

������ 68. $������� �		������� ������ ���� 	��	�	��	� ���-
������ ( constρ = ), 	��������	� ���
��� 25 , 0y x y= − = . 

"�*����

�	���	�� �������; 	������ (���. 46). 

��
	��� 46 

-� 	��	�	��	��� � ���������	��� ����	� ������ 	��	�������	
Ox �������, �	 0Cx = . '�� 	����������

Cy 
	��	�������� �	�������
�. 8. -����
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( )

( )

555
2 32

55

5 53
2

5 5

10
20255 53 5
3 1
20

55 5 33

C

x
x xx dx

y
x

x dx x

−−

− −

� �
− −− � �

� �
= = = =

� �
− −� �

� �

�

�

. 

������ 69. $������� ����� � �		������� ������ ���� ��	��	� ��-

��������	� ����
3

2
2

, 0 1
3

y x x= ≤ ≤ , ���� ��	��	��� ( ) 1x xρ = + . 

  

"�*����

'�� 
�������� ����� 
	��	�������� �	����	� �. 1. ����
�� �	  

'
3 1

2 2
2

3
y x x

� �′ = =� �
� �

, 

�����

( ) ( )
1 1 1221

2

00 0

3
1 1 1

2 2

x
m x x dx x dx x

� �
= + ⋅ + = + = + =� �

� �
� � . 

6�	�� 
������� �		������� ������ ���� ���
	� ����:� ���������

( ) ( )
1 1 12 32

1
2

00 0

5
1 1 1

2 3 6

x x
x x x dx x x dx

� �
+ ⋅ ⋅ + = + = + =� �

� �
� � , 

( ) ( )
1 1 123 3 5 71

2 2 2 2 2

00 0

2 2 2 2 2 16
1 1 1

3 3 3 5 7 35
x x x dx x x dx x x

� �
+ ⋅ ⋅ + = + = + =� �

� �
� � . 

$	��	�������� �	������� �. 4 

5 3 10 16 3 32
: , :

6 2 18 35 2 105
C Cx y= = = = . 

$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1. $������� ���� ��
����� 
	�� �� �������� (�	���	����, 
���. 47), 
���������	 �	����:���; 
 
	��, ����� �������� 
�� 
	��

1.γ =

( �
��: 46.8 �.) 
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��
	��� 47 

  $������ 2. +�	�	��� ����	������	�	 �
������ ����������	� �	��
0,01t �v te



−= . #���� ����, ��	������� �	�	� 	� ����� �
������ �	 �	�-

�	� 	����	
��. 

( �
��: 410 � .) 

$������ 3. $������� ���	��, �	�	��; ��	��	���	 ���������, �	��

������ 
	�� �� �����
����, �������
��;?��	 �	�	� ���
�����; ���-
��	����; �������� �	 ��	�	�	� 	��	
���� 2 � � 
��	�	� 5 �, 	���?:�-

��; 
��*��	� 

���. 

( �
��: 10.8 '�.) 

$������ 4.  ��������� ���	��, �	
��*����; ��� �	�A:�� ��������
� �	
����	��� 0���� �� 
��	�� 600 �. (���� �������� 7 �. ("����� 0����

66.38 10 �⋅ , ���	����� �
	�	��	�	 ������� 210 �g



= ). 

( �
��: 938.39 10⋅ '�.) 

$������ 5. $������� ���� ��
����� ����	��� (�������� 
�� 1γ = ) 

�� ������ �	����, �������
��;?��	 �	�	� �	��� � ������	� 	��	
���� 2 �, 


��	�	� 5 �, 	���?:���� 
��*��	� 
���. +	��� ���	���� �	��	���;. 

( �
��: 2 29π .) 

$������ 6. $������� ����� ���� ���
	� lny x= , ����;:��	� ���-

�� �	���� 3, 8x x= = , ���� ��	��	��� ���� 
 ����	� �	�� ��
�� �
��-

���� ��������. 

( �
��: 19

3
.) 

$������ 7. $������� ����� ��	��	�	��	� ��������, 	��������	�
������� , 3, 0y x x y= = = , ���� ��	��	��� 
 ����	� �	�� ( )x xρ = . 

( �
��: 18
3

5
.) 

$������ 8. #���� �		������� ������ ���� 	��	�	��	� ������, 

	��������	� ������� sin , 0, 0y x y x π= = ≤ ≤ . 

( �
��: ;
2 8

π π� �
� �
� �

.) 
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2.3 ����	���� 	������7��	�	 ��������� � ������< 5�	�	��-

*����2 ����*

�	533�6���� �����

"����	���� ��
����	��� y − ��	����� �	�	�	
 ��������� 	� ��	-

����� x , ���;?��	 ��� �	�	�� ���������, �.�., ������; ( )y f x= . 

+ �	�	?�; ������� ( )f x  (���
�� .	�����, ���. 48) �	��	 	������

������� ����
����
� 
 ������������� �	�	�	
 ���������. 

��
	��� 48 

��� ��
�	����	� ������������� �	�	�	
 ���
�� ( )f x 
��	�������


 ����������� OA . ��	?��� �������� AfO , 	��������� � ��	?��� ���-
��	������ OAB ����
����� �	���������	� '����. @�	� �	��������� ��-
����������� ������� ����
����
� 
 ������������� �	�	�	
 ���������: 

���� �	��������� '���� �� ���
�*��� 0.33, �	 ������������� �	-

�	�	
 �	��	 ������ ������� � ��
�	����	��; 
���� �	��������� '���� ���	����� 
 �������� 	� 0.33 �	 0.67, �	

������������� �	�	�	
 ����;� ����
�	������; 

���� �	��������� '���� �	��� 0.67, �	 ������������� �	�	�	

�	��	 ������ ��?���
���	 ����
�	������. 

������ 70. �	 ������ ������	
���� 
 ������������� �	�	�	
 

	��	� �� �����, ���
�� .	����� �	��� ���� 	������ ���
������

3

5

2

3
−

−
=

x
y , ��� � – �	�� ���������, � – �	�� �	�	�	
 ���������. $���-

���� �	��������� '����.  



 97

"�*����

��	?��� ��������  fA, 	����:���� � ��	?��� �����	������ OAB 

(���. 49) ����
����� �	���������	� '����. 

��
	��� 49 

OfAB

OfAB

OAB

OfAB

OAB

OfAB

OAB

OAB

OAB

OfABOAB

OAB

OAf
S

S

S

S

S

S

S

S

S

SS

S

S
k 21

2
1

11 −=−=−=−===
∆∆∆

∆

∆

−∆

∆

, 

(�. �. 
2

1
11

2

1

2

1
=⋅⋅==∆ abS

OAB
). $������ ��	?��� OAfB � �	�	?�; 	���-

���:��	�	 ���������: 

=−−−=−
−

=�
�

�
�
�

�
−

−
= ���

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0 3

5
2ln3

3

5

2
3

3

5

2

3
xxdx

x

dx
dx

x
S

OfAB

( ) 403.0
3

5
69.03

3

5
2ln3

3

5
2ln1ln3 =−⋅≈−=−−−= ; 

194.0403.021 =⋅−=k . 

9�� ��� �	��������� '���� �� ���
�*��� 0.33, �	 �������������
�	�	�	
 �	��	 ������ ������� � ��
�	����	��. 

(
;7� ���������	+ ��	���6��. '������ ���*���� 3���6��. 

1. -�
����	, �	 ��	��
	�������	��� ����� 
 ������ ���	��	 ���
����������. ����� ��������� ��	��
	�������	��� ����� 	�����������
�������� ( )tf , ��� t  – 	����	� 
������, 	�����
����� 	� ����� ���	��	
���, � ( )tf  – ��	��
	�������	��� ����� 
 ������ �	����. 9	��� 
������

( )
0

T

U f t dt= �

���� ��(�� 
��������	� ��	������ �� 
���� [ ]0;T .

2. 6���	 ��� ��*���� ����������� ���� ����	����� ���	����

������ �������� -	��%��, ��������, ������� ��	��
	�������	��� �����, 
������� �������� ��	��
	���
�, ������� �	?�	��� �
������� � �.�. $ ����
������ ���	����;� ��	���� 	 ������� ������� (���������). 
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9�	���� 	 �������. ,��� ������� �������
�� �� 	������ [ ];a b , �	

�������� ���	� ������� [ ];c a b∈ , �	

( ) ( )
1

b

a

f c f t dt L
b a

= =
− � . 

6���	 L ����
����� ������� �������� ������� )t(f �� 	����-
��[ ];a b . 

������ 71. $ ������ ���	��	 ��� ��������� ��	��
	�������	���
����� ��������������� �������� ( ) 762 ++−= tttf . #����: 

�)  �A:� 
��������	� ��	������ �� 
���� [0;4]. 

�) +������ ������� ��	��
	�������	��� �� 
���� [0;4] � �	�����
0

t �
1

t , 


 �	�	��� �	�����;��� ������� � ����������	� ������� ��	��
	������-
�	���; 


) "�������� �	������ ���������. 

"�*����

�)  �A:� 
��������	� ��	������ �� 
���� [0;9] 
������ ���	��-
��� �	����� �.1. 

( )
3

164
047

2

46

3

4
7

2

6

3
76

23
4

0

234

0

2 =−⋅+
⋅

+
−

=�
�

�
�
�

�
++

−
=++−= � t

tt
dtttU . 

�) +������ ������� ��	��
	�������	��� ( )f t �� 
���� [0;9] 
���-

��� ���	����� �	����� �. 2. 

( )� =⋅=++−=
4

0

2

3

41

3

164

4

1
76

4

1
)( dtttcF . 

6�	�� ����� �	���� 
������
0

t 
 �	�	��� �	��������� ������� ���-
���� ��	��
	�������	���, ��*�� ���
�����: 

3
3

41
762 ⋅=++− tt , 

020183 2 =+− tt , 

[ ]1 2

18 84 18 84
1.5 4.5 0;4

6 6
t t

− +
= ≈ = ≈ ∉ . 

0����, 5.1
0

≈t , ���:� ( )
3

41
0

=tf . 
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6�	�� ����� �	���� 
������
1

t 
 �	�	��� �	��������� ���������-
�	� ������� ��	��
	�������	���, ����:� 
��*��� �����	��

( ) 762 ++−= tttf  (����������	� ������� ����� �	��������� �����	 


��*���, �. �. 
��
� �����	�� �����
���� 
���): 

3
2

6

2
=

−

−
=

−
=

a

b
t
�

. 


) '�� �	���	���� �����	�� ����:� 
�	��; �		������� 
��*���: 

( ) ( ) ( ) 1673633
2

=+⋅+−== ftf
�

. 

0����, 
��*��� �����	�� ���	����� 
 �	�� ( )16;3 . #���:� �	��
���������� �����	�� � 	��; Ot : 

0762 =++− tt ; 

7,164
21

=−== ttD . 

�	���	�� ������ ������� ��	��
	�������	��� (���. 50). 

!�������� 
���	, �	 ��	?��� ��*����	
���	� ������, 
�����-
;?�� �	�	� 	�A:� 
��������	� ��	������ �� 4 ���, ��
�� ��	?��� ���-
�	��	������ OABC , 
��	�	� �	�	�	�	 �
������ 	����	� ����	�, ��
���
�������� ������; ��	��
	�������	��� ����� �� ���
�� 4 ��� ���	��. 

��
	��� 50 
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������ 72. #���� ������� ������� �������� 7122 2 ++= xxK , ��-
�� 	�A:� ��	������ � ���������� 	� 1 �	 3 ������. ������� 	�A:� ��	���-
���, ��� �	�	�	� �������� �������;� ������� �������. "�������� �	��-
���� ���������. 

"�*����

+������ ������� �������� ( )K x , ���� 	�A:� ��	������ � ������-

���� 	� m �	 n ������, 
������, ���	����� �	����� �. 2 

( )� =�
�

�
�
�

�
++=++

−
=

3

1

3

1

23

2 7
2

12

3

2

2

1
7122

13

1
x

xx
dxxxl

3

134
7

2

12

3

2
37

2

912

3

272

2

1
=�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
++−�

�

�
�
�

�
⋅+

⋅
+

⋅
. 

6�	�� ����� 	�A:� ��	������, ��� �	�	�	� �������� �������;�
������� �������, ��*�� ���
�����: 

3

134
7122 2 =++ xx , 

0113366,13421366 22 =−+=++ xxxx , 

[ ]1 2

36 4008 36 4008
8.3 1;3 2.3

12 12
x x

− − − +
= ≈ − ∉ = ≈ . 

�	����� ��������� ���������. !����� ������� 7122 2 ++= xxK

�������
���� �	�	� �����	��, 
��
� �	�	�	� �����
���� 

���. #���:�

��*��� �����	��:  

3
4

12

22

12

2
0

−=
−

=
⋅

−
=

−
=

a

b
x , 

( ) ( ) ( ) ( ) 117312323
2

0
−=+−⋅+−⋅=−= KxK . 

�	���	�� �����	�� �� 	������ 	� 1 �	 3 (���. 51): 

( ) ( ) 617312323,217112121 22 =+⋅+⋅==+⋅+⋅= KK . 
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��
	��� 51 

#� ������� 
���	, �	 ��	?��� ����	��	������ ABCD , ��	�	�	�
�	�	�	�	 �
������ 	����	� [ ]3;1 , � 
��	�	� – ������� ������� ������� ��
��	� 	������, ��
�� ��	?��� ��*����	
���	� 	������. 

����	����	�����+ �	2	�

��� ������� ��	�	�����	� �������
�	��� ����������� 
�	�����

�����;��� �����, �
������� � 	����������� ������	� ����� �	 �� �	-

���	� 
������, �	�����	� ���� t ��� ��� �	�	
	� ��	����� p  (��	-

������� ���
��). 9���� ����� ����
����� ��
�������������. ����� �	���-
��;?�� ����	��	 �	�	� ���������� 
	 
������ � 	����
����� ��������

( )f t   ��� ������	� �	��� ��	�����, ��
�	�
100

P
i = . ��	���� ����������

�������
�	. 9	��� ����	����	
����� �	�	� K �� 
���� T 
��������� �	
�	�����

( )
0

T

itK f t e dt−= � . 

,��� ���	
	� �������	
�	����� �	���
���� N  (���. ��.) � ���������
����	��	 �
����
��� �������	
�	����� �� m  (���. ��.), �	

( )f t N mt= + . 

������ 73.  ��������� ����	����	
����� �	�	� & �� 4 �	�� ���
��	�����	� ���
�� p=6%, ���� ���
	�������� �������	
�	����� �	���-

��� 12 ���. ���., � ����	��	 ��������� �
����
��� �������	
�	�����
�� 1 ���. ���. #���� ( )TK

T ∞→
lim . 
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"�*����

$��:� ������; mtNtf +=)( , ��� N – �������� �������	
�	��-
���, m – ����� �� �	�	��; ��������� ����	��	 �
����
��� �������	-


�	�����. 0����, ttf += 12)( . 

'���	����	
����� �	�	� �� 
���� 9 
��������� �	 �	�����

�
−=

T

it dtetfK
0

)( , 

��� 06.0
100

6

100
===

p
i . 

0����, 

( ) =

−
==

=+=
=+=

−

−

−

� t

t

t

evdtdu

dtedvtu

dtetK
06.0

06.0

4

0

06.0

06.0

1
,

,12

12

( ) =
−

−
−

+= �
−−

4

0

06.0

4

0

06.0

06.0

1

06.0

1
12 dteet tt

( )
( )

=−
−

+= −−

4

0

06.0

2

4

0

06.0

06.0

1

06.0

1
12 tt eet

( ) ( )
0.24 0.24

2 2

16 12 1 1
49.5

0.06 0.06 0.06 0.06
e e− −−

= + − + ≈ . 

#���:� 
������ ( )TK
T ∞→
lim : 

( ) ( )
( )

=
�
�

�

�

�
�

�

�
−

−
+= −−

∞→∞→

T

t

T

t

TT
eetTK

0

06.0

2

0

06.0

06.0

1

06.0

1
12limlim

( ) ( )�
�

�
−�
�

�
�
�

�

−
+−

−
+= ⋅−−

∞→

006.006.0

06.0

1
012

06.0

1
12lim eeT T

T

( ) ( ) �
�
�

�
��
�

�
��
�

�
−− ⋅−− 006.0

2

06.0

2
06.0

1

06.0

1
ee T . 
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����
��, �	 0lim 06.0 =−

∞→

T

T
e � 1lim 006.0 =⋅−

∞→
e

T
�	�����: 

( )
( )

2

1 1
lim 0 12 1 0 1

0.06 0.06T
K T

→∞

�� ��� � �= − ⋅ − − ⋅ =� �� �� � ��−� �� � ��

( )
2

12 1
477.8.

0.06 0.06
= + ≈

$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1.&��
�� .	�����, 	����
�;?�� ������������� �	�	�	
 
 	��	�
�� �����, ����:��� ���
������ 12 −= xy . $������� �	���������'����.  

( �
��: k=0.12.) 

$������ 2. $ ������ ���	��	 ��� ��������� ��	��
	�������	���
����� ��������������� �������� 163)( 2 −+= tttf . #���� 	�A:� 
�������-
�	� ��	������ �� 
���� [1;3].  

( �
��: 48.) 

$������ 3. #���� ������� ������� �������� 386 2 −+= xxK , ����
	�A:� ��	������ � �������� 	� 2 �	 5 ������.  

( �
��: 103.) 

$������ 4.  ��������� ����	����	
����� �	�	� & �� 3 �	�� ���
��	�����	� ���
�� "=8%, ���� ���
	�������� �������	
�	����� �	���-

��� 18 ���. ���., � ����	��	 ��������� �
����
��� �������	
�	�����
�� 2 ���. ���. #���� ( )TK

T ∞→
lim .  

( �
��: 55.5; 537.5.) 

����������: [5, ��. 11, § 9,10; 7, �. 2,  ��. III; 9, �. 10, § 10.1, 10.2]. 
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3 ����(,#!�# ��>>#�#!=� �?!"1 �� -!#!�.  

� �#/#!�0>�$�%#'��1 � )#(�#&��%#'��1 $ � %

'�� ��*���� ���������� ���� � ����������� ��	��� ����������-

������ ���
����� ������������ �����;?�� �	����	
������	��� �����
��: 

1) �	��	���� ����	� ���	
�� �����, 

������ 	�	������� � �	-

���
����� ������	� �����, �	����;?�� �� ����; 
2) �	���
����� ��������������	�	 ���
����� ���������
���	�	

��	�����; 
3) ��������	
���� �	���
����	�	 ���
����� � 	���������� 	�?��	

��*���� ��	�	 ���
�����; 
4) 	���������� ����	�	 ��*���� ����� �� 	��	
���� ������

�������� ���	
��; 

5) 
 ����� ��	��	���	��� 	���������� 
��	�	��������� �������-
�	
 (��������, �	���������� ��	�	���	�����	��� � ��. ) � ���	���	
���-

�� ��� ��	� ���� �	�	���������� ���	
��; 

6) 
�
	� 	�?��	 ���	�� ���������
���	�	 ��	����� � ���	
	�
	���������� ���	��� 
�����; 

7) ������ 	�
��� � ��	
���� ���	��	�	 �	�	����� �����. 

$ ��
����	��� 	� ���	
�� ����� ���	�	��� �� ���� ����	
 ��*����
�	��� 	������
	
���. 

1. ��--����%������� 	�������� 
 �������*!���
� �����������. 

'�������������	� ���
����� ���
	�	 �	����� ����
����� 	��������� 

�������*!���
� �����������, ���� 	�	 �	��� ���� �������
���	 
 
���

( ) ( )f x dx g y dy= . 

& ��*���; ���������������� ���
����� � �������;?����� ����-
������� ���
	����� 	��� ��	��� ����������� �����. 

2. '��������� � �������� ��--����%������� 	��������. '����-
���������	� ���
����� ���
	�	 �	����� ����
����� ����������, ���� 	�	
�	��� ���� �������
���	 
 
���

( ),y f x y′ = , 

��� ( ),f x y −	��	�	���� �������, �	 ���� ( ) ( ), ,f kx ky f x y= . 

+ �	�	?�; ������
y

u
x

=  ( ,y ux y u x u′ ′= = + ), ��� ( )u u x= −�	
��

����
������ �������, 	��	�	��	� ���
����� �
	����� � ���
����; � ���-
����;?����� �����������. 
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.������� 	��������� ���
	�	 �	����� ����
����� ���
�����, 
���;?�� 
��

( ) ( )y p x y q x′ + = . 

'�� ��	 ��*���� ����������� �	�����	
�� y u v= ⋅  ( y u v uv′ ′ ′= + ), 

��� ( )u u x= , ( )v v x= −�	
�� ����
������ �������. 

3.1 )�	�����*����� ����*�, ����	�:�� � ������< ��33����-

6������2 ��������+

$ ������ ��	������, 
 �	�	��� ��������� ����� ���
����� ���
	�
�	 ������	�� �
	���
� �� ���������	�, �	����� ��� ��	?��� ���
	�����-

�	� ��������, ���	����;��� ��	��������	� ���	��	
���� ��	��
	��	� �
��������� � ���������� ������	� (��	?��� ���
	������	� �������� �
�	�
���	� 	������
�;?�� 	������	�). 

/���������
��� 
��
� �����������. ,��� ( )y f x= ��	������� �
	-

�� ������	� – ���
	� 
 ������	
�� �		�������� (���. 52), �	 ( )y x tgα′ = , 

��� α − ��	� ����� 	��; Ox � ���������	� � ���
	� 
 �� �	��
( )0 0 0;M x y , 	�����
����� 	� �	�	�������	�	 �����
����� 	�� Ox ��	-

��
 ��	
	� �������. 

��
	��� 52  

������ 74. #���� ���
����� �����, ��	�	��?�� ���� �	��
( )0 2, 0M , ���� ���	
	� �	��������� ���������	� 
 ��	��
	���	� �	��

��	� ���
	� ��	�	���	����� �
������ �������� �	�� ������� � �	����-

�����	� ��	�	���	�����	��� 3k = . 
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"�*����

!�	���������� ����� ��	��
	��	� �	��	�� 
 �	�, �	 �������
��	��
	��	� ( )y x′ ������� ( )y x 
 �	�� 0x ��
�	 ���	
	�� �	����������

���������	� � ������� ��	� ������� 
 �	�� ( )( )0 0 0
;M x y x . -� ���	
��

����� ����� 2y kx′ = ��� 23y x′ = . -��������� 	�� ���� �������������-
�	�	 ���
�����, �	���� ��	 	�?�� ��*����

2 33y x dx x C= = +� . 

-�
����	, �	 ����� ��	�	��� ���� �	�� ( )0 2, 0M , �. �. ������	�

���	
�� ����� 
�� ( )2 0y = . �	����
��� ������� 2x = � 0y = 
 	�?��

��*����, ������ C : 

30 2 8C C= + � = −

� ����*�� ���
����� ���	�	� ���
	�: 

3 8y x= − . 

������ 75. #���� ���
����� �����, ��	�	��?�� ���� �	��
( )0 1,4M , ���� ���	
	� �	��������� ���������	� 
 ��	��
	���	� �	��

��	� ���
	� 	�����	 ��	�	���	����� 	������� �	�� ������� � �	������-

���	� ��	�	���	�����	��� 2k = . 

"�*����

-��	�� �� ���	
�� �����,  

2
y

y
′ =       ���      

2dy

dx y
= . 

"������� ���������� � ���������� ���
�����, �	����: 

2
2

1 12 ; 2 ; 2 ; 4 .
2

y
ydy dx ydy dx C x C y x C= = + = + = +� �

-��	����� �		������� �	��, ���� �	�	��; ��	�	��� ���
��, ��-
��*�� ������	� ���	
��: ( )1 4y = � ������ C : 16 4 C= + , 	����� 12C =

� ���
����� ���
	� ����� 
�� 2 4 12y x= + ��� ( )2 4 3y x= + .  &��
�� �
��-

���� �����	�	� � 
��*��	� 
 �	�� ( )3,0A − , 	��; ���������  Ox � 
��-


���, �����
������� 
���
	 (���. 53). 
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��
	��� 53 

������ 76. #���� ����;, ��	�	��?�; ���� �	�� ( )0 1,2M , ����

	����	� �;�	� �� ���������	�, ����;����� ����� 	���� �		������, 
������� 
 �	�� ������� 
 	��	*���� 2 :1 (����� 	� 	�� Oy ). 

"�*����

��
	��� 54 

����� ( ),M x y − ����?�� �	�� ���
	� ( )y y x= . ��	� ����� ����-

�����	� � �	�	��������� �����
������ 	�� Ox 	�	����� α , �	���
tg yα ′= . $ ����	��	���	� �����	������ MBN 0180MBN α∠ = − ,  

MN
tg MBN

NB
∠ = .  MN y= , NB ������, ���������
�� �����	������

MBN � AMP , �	�	��� �	�	��� �	 ���� �����: 

1
;

2 2 2

NB MB NB PM x
NB

PM AM PM
= = � = = . 
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�	����
�
 ��������� ������� 
 �	����� ��� 
�������� ��������
���� MBN , �	����: 

2 2 2
(180 ) ; ; ;

2

y y y y
tg tg y y

x x x x
α α ′ ′− = − = − = = − . 

"�������� ���������� � ����������� �	�����	�  �������������-
�	� ���
�����: 

1 1

2 2
; ; 2 ; ln 2ln

dy y dy dx dy dx
C y x C

dx x y x y x
= − = − = − + = − +� � . 

9���� 	����	�, 
2

C
y

x
= − ���
����� �������
� ���
��, 	�����;?��

�������� �
	���
	�. �	����
��� 
 ��	 
�������� ������	� ���	
��
( )1 2y = , �. �. �		������� �	�� 0M , 
������ � : 

2 2
1

�
�= � = ; 

� ����*�� ���
����� ���	�	� ���
	�: 

2

2
.y

x
=

������ 77. #���� ���
����� ���
	�, ��	�	��?�� ���� �	��
( )0 1,0M , ���� ����� 	������ 	�� �������, 	�������	�	 �� �	�����;, �� 2 

�	��*� �������� �	�� �������. 

"�*����

 �	����� ��	��
	����; �	�� ���
	� ( ),M x y . $ ����	��	���	�

�����	������ MON MON∠ 	�	����� α  (���. 55). ����
��, �	 ��	�
��	� �
������ ���	� ����� ���������	� � ���
	� � 	��; Ox , tg yα ′= . '��  
����	��	���	�	 �����	������ MPN ����*�� ��
����
	: 

MP
tg MNP

PN
∠ = . 

#����� ��	� MNP �� �����	������ MON : 180 90 90MNP α α∠ = − − = − . 

MP y= ; 2 2.PN ON OP x x= − = + − =
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9���� 	����	�, 

( )
1 2 2

90 ; ; ; ;
2 2 2

y y y
tg ctg tg y

tg y y
α α α

α
′− = = = = = . 

��
	��� 55 

"������� ���������� � ���������� ��������������	� ���
�����, 
����*�� ��	 	�?�� ��*����: 

2 4y x C= + . 

9	�� ( )0 1,0M ����������� ���	�	� ���
	�, �. �.  

( )1 0, 0 4 4y C C= = + � = −

��
	��� 56 

� ���
����� ���
	� ��������� 
��  ( )2 4 1y x= − . #�������� ���
�� – ��-

���	�� � 
��*��	� 
 �	�� ( )0 1,0M , 	��; ���������  Ox � 
��
���, 

�����
������� 
���
	 (���. 56). 
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������ 78. #���� ����;, ��	�	��?�; ���� �	�� ( )0 1,3M � 	���-

��;?�; �
	���
	�, �	 
 �;�	� �� �	�� M ����������� 
���	� MN
�����

�
�	��	� �� 	��  Oy ����� ��	����; �� 	�� Oy ��
��; −2. 

"�*����

��
	��� 57 

����� ( ),M x y − ��	��
	����� �	�� ���
	�, ( ),M X Y∗ − ��	��-


	����� �	�� ���������	�. 9	��� ���
����� ���������	� � ���
	� 
 �	��
( ),M x y ����� 
��: 

( )( )Y y y x X x′− = − . 

9	�� ( )0, NN Y ����������� ���������	� (���. 57); �	����
��� �� �	-

	������� 
 ���
����� ���������	�, ���	���

( )( )0N NY y y x x Y y xy′ ′− = − � = − . 

+ ����	� ��	�	��, 
N p N

PN y y Y y= − = −
����

� �	 ���	
�; 2PN = −
����

, �	-

���  

2 2N NY y Y y− = − � = − . 

�����
��
�� 
�������� ��� NY , �	���� ��������������	� ���
-
�����: 

2y xy y′− = −    ���   
2

y
x

′ = . 
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-��������� ��	 ���
�����, �	����: 

2 ln ; 2ln ln
dx

y C y x C
x

= + = +� . 

-� 	�?��	 ��*���� ������ ����;, ��	�	��?�; ���� �	��
( )0 1,3M : 

3 2ln1 ln ln 3C C= + � = . 

 �	�������	, ���
����� ���	�	� ���
	� ����� 
��

2ln 3.y x= +

������ 79. #���� ���
����� ���
	�, ��	�	��?�� ���� ����	 �	-

	������, ���� ��� �;�	�	 	������ [ ]1, x ��	?��� ���
	������	� ��������, 

	��������	� �		�
����
�;?�� ���	� ��	� ���
	�, ��
�� ���� 	�������
�	���
	� �	�� ����. 

"�*����

��
	��� 58 

+	�����	 ���	
�; ����� �����

( ) ( )( )
3

1

x

y t dt y x=� . 

'������������ ��	 ��
����
	 �	 x , �	����� ��������������	�
���
����� 23y y y′= , ���

1

3
y

y
′ = . 
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"������� ���������� � ���������� ��	 ���
�����, ������ 	�?�� ��-
*����: 

2
2

1

1 1 1 2
; ; ; ;

3 3 3 2 3 3

dy dx y
ydy ydy dx x C y x C

dx y
= = = = + = +� � . 

����
�� ������	� ���	
�� ( )0 0y = , �	���� 0C = � ����*��

���
����� ���
	�, ��	�	��?�� ���� ����	 �		������: 

2 2

3
y x= . 

������ 80. #���� ���
�;, ��	�	��?�; ���� �	�� ( )0;1A , ��� �	-

�	�	� �����	�����, 	����	
����� 	��; Oy , ���������	� � ���
	� 
 ��	��-

	���	� �� �	�� � ������-
���	�	� �	�� �������, – ��
�	���������
(����� 	��	
����� ��	 ������ 	����	� ���������	� 	� �	�� ������� �	
	�� Oy ). 

"�*����

��
	��� 59 

����� ( ),M x y  – ��	��
	����� �	�� ���
	�. ��	
���� ����������;

MN 
 �	�� M ���
	� �	 ���������� � 	��; Oy 
 �	�� N  (���. 59). +	-

�����	 ���	
�;, �	���	 
��	������� ��
����
	 .ON OM= #	
2 2OM x y= + , � ON ������ �� ���
����� ���������	�

( )Y y y X x′− = − , �	����� 0X = , �. �. Y ON y xy′= = − . 
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-���, ����	��� � 	��	�	��	�� ���
����;

2 2x y y xy′+ = − . 

�	����� y ux= , �	��� ������ � ���������� ���������� �	����: 

( )2 2 2 2 2

2
; 1 ;

1

du du dx
x u x ux x u x u x x u

dx xu
′+ = − + = − + = −

+
. 

 ��;��  

( )2ln 1 ln lnu u C x+ + = −    ���   21
C

u u
x

+ + = . 

�	����
���
y

u
x

= , �	����

( )2 2x C C y= −

(�������
	 �����	�, 	��; �	�	��� �
������ 	�� Oy ). 

�	����
��� �		������� �	�� A 
 �������	� 	�?�� ��*����, �	��-
�� ( )0 2C C= − ; �� �
�� ������� 0C = � 2C = �	��	��� ��*� 
�	�	�, 

�	��	���� ��� 0C = �����	�� 
��	������� 
 	�� Oy . -���, ���	�	� ���-


	� �
������ �����	�� ( )2 4 1x y= − . 

������ 81. #���� ����;, � �	�	�	� �
����� ����� 	������, 	�����-
��	�	 �;�	� ���������	� 	� 	�� 	������, ��
�� ��	��
�����; �		������
�	�� �������.  

"�*����

����� ( ),M x y  – ��	��
	����� �	�� ���
	�, ( ),M X Y∗  – ��	��
	��-

��� �	�� ���������	�. ON  – 	����	�, 	��������� ���������	�, ��	
����-

�	� 
 �	�� M ���
	� 	� 	�� 	������ (���. 60).  �	 ���	
�;
2

ON xy=

��� ON xy= ± , � ��� ��� ( )0, NN Y , �	����: 

NY xy= ± . 

+ ���	� 

������� 	�	�������, ����*�� ���
����� ���������	� �
���
	� 
 �	�� ( ),M x y : 

( )( )Y y y x X x′− = − . 
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��
	��� 60 

$ �	�� ( )0, NN Y ���
����� ���������	� ������ 
��

NY y xy′− = − , 

	�����

NY y xy′= − . 

�����
��
�� 
�������� ��� NY , �	���� ��������������	� ���
-
�����

y xy xy′− = ±      ���     
y y

y
x x

′ = ± , 

�	�	�	� �
������ 	��	�	����. 0������ y �� ux , �������� ���������� �
����������, ������ 	�?�� ��*���� ���
�����: 

; ; ; ln 2 ln
dx du

u x u u u u x u x u C
x u

′ ′+ = ± = ± = ± = ± + �   2 ux Ce±= . 

$��	���
 	������; �	�����	
��
y

u
x

= , �	���� ���
����� �������
�

���
��, 	�����;?�� �������� �
	���
	�: 

2
y

xx Ce
±

= . 

������ 82. 0������� ���
����� ���
	�, ��	�	��?�� ���� �	��
( )1,2P � 	�����;?�� �����;?�� �
	���
	�: ��	?��� �����	������, 	�-

���	
���	�	 ������-
���	�	� �;�	� �	�� ���
	�, ���������	� 
 ��	�
�	�� � 	��; �������, ��
�� 2. 
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"�*����

��
	��� 61 

$
���� �����;?�� 	�	�������: ( ),M x y  – ��	��
	����� �	�� ���-


	�, ( ),M X Y∗  – ��	��
	����� �	�� ���������	�. ��	?��� �����	������

OMA  (���. 61 ) 	����������� �	����	�

1

2
OMAS OA MB= . 

MB y= , OA ������, ������
 ���
����� ���������	�

( )( )Y y y x X x′− = −

� �	����
�
 
 ���	 �		������� �	�� A : ( ),0AA X , �	���

( );A A

y
y y X x X x

y
′− = − = −

′
. 

����
��, �	 AOA X= � �	 ���	
�;  2OMAS = , ����*�� �����;?��


�������� ��� OMAS : 

1
2

2
OMA

y
S y x

y

� �
= − =� �′� �

. 
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���	������� ��������������	� ���
����� � 	�������� ��	 
��: 

2

2 2

4 4 4
4; ; ; ;

4

y y y dx xy x
y x x y x

y y y xy dy y y y

� � −
′ ′− = = − = = − = −� �′ ′ −� �

, 

�. �. �	����	 ���
����� ���
	�	 �	�����, ������	� 	��	�������	 �������
( )x x y= . "�*��� ��	 � �	�	?�; �	�����	
�� ( ) ( )( ),x uv u u y v v y= = = . 

-����: 

2 2

2

0;
4 4

;
4

;

v
v

yuv v
u v uv u v u v

y y y y
u v

y

� ′ − =�� � �
′ ′ ′ ′+ − = − + − = − ��� �

� � � ′ = −
��

(1) ; ; ln ln ; ;
dv v dv dy

v y v y
dy y v y

= = = =

2 3 3 2

4 4 4 2
(2) ; ; ; ;u y u u dy C u C

y y y y
′ ′= − = − = − + = +�

2

2 2
x uv y C Cy

y y

� �
= = + = +� �

� �
. 

-��	��� ���
�� ��	�	��� ���� �	�� ( )1,2P , �. �. ( )2 1x = , �	��	��

1 2 1, 0C C= + = . +���	
������	, �� ���
�����
2

x
y

= ��� 2xy = . 

$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1. #���� ���
����� �����, ��	�	��?�� ���� �	��
( )0 1,3M , ���� ���	
	� �	��������� ���������	� 
 ��	��
	���	� �	��

��	� ���
	� 	�����	 ��	�	���	����� �������� �	�� ������� � �	������-

���	� ��	�	���	�����	��� 5k = . 

( �
��: 5ln 3y x= + .) 

$������ 2. #���� ���
����� �����, ��	�	��?�� ���� �	��
( )0 0,3M , ���� ���	
	� �	��������� ���������	� 
 ��	��
	���	� �	��

��	� ���
	�  ��	�	���	����� ��	��
�����; �������� � 	������� �	��
������� � �	���������	� ��	�	���	�����	��� 2k = − . 

( �
��: 
2

3 xy e−= .) 
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$������ 3. #���� ���
�;, ��� �	�	�	� 	����	�, 	��������� �	���-
��; �� 	�� 	������ 
 ���	�-���	 �	�� ���
	�, ��
�� �����	���;
	� ����� �		������ �	 ��	� �	��. 

( �
��:  ( )2 2x C y C= + .) 

$������ 4. 0������� ���
����� ���
	�, ���� ��
����	, �	 �	�� ��-
�������� �;�	� ���������	� � ���
	� � 	��; ������� 	�����	
	 �������
	� �	�� ������� � 	� ����� �		������. 

( �
��: ( )2 2y C x y= + .) 

$������ 5. #���� ���
����� ���
	�, ��	�	��?�� ���� �	��
( )0 1,0M , ���� ��	?��� ��������, 	����	
���	� ���������	�, 	���� �		�-

����� � 	������	� �	�� �������, �	��	���� � ��
��
3

2
. 

( �
��: 21
y x

x
= − .) 

3.2 >���*����� ����*�, ����	�:�� � ������< ��33����6������2
��������+

��33����6������� �������� ����		
���� ���� � 	�����<:�+
����	+

�����	�	���, �	 ( )T t − ����������� ���� 
 �	���� 
������ t , �


�
T − ����������� 	�����;?�� �����. 9�������� ����� ���	� ���������

����������� ���� 	� 
������ t . �	 ��
����	�� ���	�� #�;�	�� ����	��-

�	 ���	� �	�����
	 ����	�� dQ , 	�����	� ���	� 
 ������ ����	���	
���	�	 ��	������� 
������ dt , ��	�	���	�����	 ����	��� ����������
���� � 	�����;?�� �����, ����	
������	, 

( )
�dQ k T T dt= − − ,   0T T> . 

0���� k − �	��������� ��	�	���	�����	���; ����  “−” �	���
���
�	�	��, �	 �	���� �����  dQ − 
������ 	������������. #	, � ����	�

��	�	�� ( )0Q mc T T= − , ��� m − ����� ����; c − ����	���	��� ����. '	-

������, �	 ����	���	��� – 
������, �� ��
���?�� 	� �����������, ���	-

��� dQ mcdT= . +���	
������	,  

( )
�mcdT k T T dt= − −
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���, �������
 ���
�; � ��
�; ���� ��
����
� �� mc , �	���� ��������-

������	� ���
����� 	���
�;?��	 ���� 
 
���  

( )
�

dT k
T T

dt mc
= − − . 

"������� ����������, �	����  


�

dT k
dt

T T mc
= −

−
. 

-��������� ���
�����, �	��� �	����	�	 ��	���� ���	����	
����
����*�� ��*����:  

1

k
t

mc

�T T C e

−

= + , 

��� 1C − �	��	����� ��������	
����.  

����� 
 �������� �	���� 
������ 0t = ����������� ���� ( ) 00T T= . 

9	���, ���	����� �������� ���	
��, ���	���  
1 0 
�

C T T= − � ���	� ����-

����� ����������� 	���
�;?��	 ���� ����� 
��

( ) ( )0

kt

mc

� 
�T t T T T e

−

= + − . 

+������ ��������, �	 ��������������	� ���
����� �����������

�����
�;?��	�� ���� ( )
�T T> ����� ����� �	� �� 
��, � ����	
������	, �

����	���	� ��*����

( ) ( ) 1

0

k t


� 
�T t T T T e
−= + − , 

���
1

k
k

mc
= 	�������;� ���������������	. 

)����� �	������� ��
����	���� �	����
���, �	 
 	�	�� ������
(	���
���� � �����
���� ����) � ������� 
������ t → ∞ ����������� ����
��������� � ����������� 	�����;?�� ����� (���. 62). 
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��
	��� 62 

������ 83. $ ������	�����
�������; ��� � ����������	�
01000


�
T = �	������� ���	�	
�� � ����������	� 0

0 200T = . 6���� �
� ���

����������� ���	�	
�� �	
������� �	 0

1 500T = . #���� ����������� ���	-

�	
�� ���� 5 ��	
, ���� ��
����	, �	 ��	�	��� ��������� �����������
���	�	
�� ��	�	���	������ ����	��� ����������� ����� � �����������
���	�	
��. 

"�*����

����� ( )T t − ����������� ���	�	
��, �	���
dT

dt
− ��	�	��� ������-

��� ����������� ���	�	
��. 0���*�� ��������������	� ���
����� �����-

�;?��	�� ����: 

( )
�

dT
k T T

dt
= −     ���    ( )1000

dT
k T

dt
= − . 

"������� ����������, ����*��

1000

dT
kdt

T
=

−
. 

��	��������	
�
 	�� ���� ��
����
�, ����*�� 	�?�� ��*����: 

( ) ( )1 1 1
; ln 1000 ; ln 1000

1000

dT
k dt C T kt C T kt C

T
= + − − = + − = − −

−� � ; 

1000 ; 1000 .kt ktT Ce T Ce− −− = = −
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-� ���	
�� ��
����	, �	 ( ) ( )0 200, 2 500.T T= = �	����
�� ��� ���-

��� 
 	�?�� ��*���� ��������������	�	 ���
�����: 

( ) 00 1000 1000 200T Ce C= − = − = , 	��;�� 800C = � 1000 800 ktT e−= − ; 

( ) 22 1000 800 500kT e−= − = , 	��;��

1

2
2 2 5 5

800 500, ,
8 8

k k ke e e− − − � �
= = = � �

� �
  

� ( )
25

1000 800
8

t

T t
� �

= − ⋅ � �
� �

. 

$������ ����������� ���	�	
�� ���� 5 ��	
: 

( )

5

2
05

5 1000 800 752.95
8

T
� �

= − ⋅ ≈� �
� �

. 

������ 84. 9���������� ���� 
 ������ 20 ���. ��������� 	� 100 �	
60

0 +. 9���������� 
	����� ��
�� 20
0 +.  ��������� 
����, �� �	�	�	�

����������� ���� �	������� �	 25
0 +, ���� ��	�	��� 	��������� ���� ��	-

�	���	������ ����	��� ���������� ���� � 
	�����.  

"�*����

'�������������	� ���
�����, 	����
�;?�� ��	���� 	���������
���� ����� 
��

( )�
dT

k T T
dt

= − − , 

��� �T − ����������� 
	�����, 20�T = , �	����
�� ��	 ������� 

���
�����: 

( )20
dT

k T
dt

= − − . 

"�������� ���������� � ����������� ���
�����: 

( )1 1
; ; ln 20 ;

20 20

dT dT
kdt k dt C T kt C

T T
= − = − + − = − +

− −� �
20 ktT Ce−= + . 
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#���
������ �	���������� C � k 	�������� �� �������� ���	-


��: ( )0 100T = , ( )20 60T = . 

( ) 00 20 100 80T Ce C= + = � = �  20 80 ktT e−= + ; 

( )
1

20 20 2020 20 80 60 0.5, 0.5
t k k

T e e e
− − −= + = � = =  , �	���  

( ) ( )2020 80 0.5
t

T t = + ⋅ . 

$������ 
����, �� �	�	�	� ����������� ���� �	������� �	 25
0 +, 

��� ��	�	 ��*�� ���
�����

( )2020 80 0.5 25
t

+ ⋅ = . 

( ) ( ) ( ) ( )
4

20 20 20
1

80 0.5 5; 0.5 ; 0.5 0.5 ; 4 80
16 20

t t t t
t⋅ = = = = � = . 

9���� 	����	�, ���	 	�������� �	 25
0 + ���� 80 ����� ���  1 ��

20 �����. 

��33����6������� �������� ������� �����	�	 ����
�	� ��+������ �������2 ���

����� ���	 ����	� m�
������ �	����������	 �	� �����
��� ����
���� TF � ���� �	��	��
����� �
�����;


���
F . #���� ��	�	��� ���� ���

������; 
������ t , ���� 
 �������� �	���� 
������ ( ) 00, 0t v v= = . 

0���� v − ���	��� ��	�	��� �
������, ( )TF f v= , ( )
���
F g v= . +	���
��

��������������	� ���
����� �
������ ����. 
+	�����	 
�	�	�� ���	�� #�;�	��, ����, �	� �����
��� �	�	�	�

�
������ ������������ �	��, ��
�� ��	��
�����; ����� �	�� �� ��
���	�����: 

dv
m F

dt
= , 

���
dv

dt
− ���	����� �
������ �	��, F  - ����, �����
�;?�� 


�����
����� �
������. $ ��*�� �����
T 
���

F F F= − � ���
����� �
���-

��� ����*���� 
 
���

T 
���

dv
m F F

dt
= − . 
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"�*���� ��	�	 ���
����� � �	�����	
�� �������� ���	
�� �	��	-

���; 	����
�;� �������� �
������ ����. 
�����  ��� ��������� ����� ��	�	��� ��� ������; ��	�����	�	 �	-

�	� ����.  �	����� ���� ���� ( )tS , �	��� ( )tv
dt

dS
= , 

dv dv dS dv
v

dt dS dt dS
= ⋅ = ⋅

�  ���
����� �
������ ������ 
��


���T FF
dS

dv
mv −= . 

������ 85. 9��	 �
������ ����	������	 � ���	������, ��	�	���	-

������� ��	��
�����; ��	�	��� v �� 
���� t . #���� ��
����	��� �����
��	�	���; � 
�������, ���� 
 �������� �	���� 
������ ��	�	��� ����
���� 50 ��/, � ���� 20 ����� �	��� ����� �
������ 60 ��/. 

"�*����

-��	�� �� ���	
��, ����*��: 

a kvt=    ���    
dv

kvt
dt

=

(���
����� � �������;?����� �����������) � �������� ���	
��

( )0 50v = , 
1

60
3

v
� �

=� �
� �

 (20 ����� �	���
��;�
1

3
���� ���). 

�	��� ���������� ���������� 
 ��������������	� ���
����� � ��-

������	
����, �	����

( )
2

2

2
1 1

; ; ln ;
2

kt
dv dv kt

ktdt k tdt C v C v t C
v v

e= = + = + =� � . 

�	����
�� 
 	�?�� ��*���� �������� ���	
��: 

( ) ( )
2

0 20 50 50; 50
kt

v Ce C C v t e= = = � = = ; 

918 2
1

50 60 1.2
3

k k

v e e� �
= = � =� �

� �
. 

9	��� ��
����	��� ����� ��	�	���; � 
������� �
������ ����
��������� 
��

( )
29

50 1.2
t

v t = ⋅ . 



 123

������ 86. (	�	���� �	��� �
������ 
 ��	�	��	� 
	�� �	 ��	�	-

���; 0v =20 ��/. #� �	��	� �	�� �� �	�	� 
���;����� � ���� 40 � �	���
��	�	 ��	�	��� �	��� �����*����� �	 1v =8��/. +	��	��
����� 
	�� ��	-

�	���	�����	 ��	�	��� �
������ �	���.  ��������� ��	�	��� �	��� ����
2 ��� �	��� 	����	
�� �	�	��. 

"�*����

��
	��� 63 

+	�����	 
�	�	�� ���	�� #�;�	��, �
������ �	��� 	�����������
��
����
	�


���
ma F= − . 

�	 ���	
�;

���

F kv= , 	��;��

dv
m kv

dt
= − ; 

�������� ���	
�� ( )0 20v = �
1

8
90

v
� �

=� �
� �

. 

#����� 	�?�� ��*���� ���
����� �
������ �	���: 

( )1; ;
k

t
m

dv k dv k
dt dt C v t C

v m v m
e

−

= − = − + =� � . 

�	����
��� 
 	�?�� ��*���� �������� ���	
��, ������ ����
���-
��� �	��	�����: 

( ) ( )0
0 20 20; 20 ;

k
t

mv Ce C v t e
−

= = � = =

( ) ( )
909090

1
20 8 0.4 ; 20 0.4

90

k k
t

m mv v te e
− −� �

= = � = = ⋅� �
� �

. 

$������ ��	�	��� �	��� ���� 2 ������ �	��� 	����	
�� �	�	��. 

2���=
1

30
, �	���  

( )
31

20 0.4 1.28
30

v
� �

= ⋅ =� �
� �

 (��/). 
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������ 87. ����*;���� ����	� 80 �� ������� � 
��	�� 1000 � ���
������	� ��	�	���. +	��	��
����� 
	����� ��� ������ ��	�	���	�����	
�
������ ��	 ��	�	��� � �	���������	� ��	�	���	�����	��� 4k = .  ���-
������ ��
����	��� ��	�	��� ������ 	� ��	�����	�	 ���� � �����	
���
��	�	��� ����*;����� 
 �	���� �����������. 

"�*����

��
	��� 64 

0���*�� ���	� �
������ ����*;�����: 


���
ma mg F= −       ���      

24dv mg v

dt m

−
= . 

����� ( )h t  – ��	������� ����*;����	� ���� ��� ������. -�
����	, 

�	

( )
dh

v h
dt

= �
dv dv dh dv

v
dt dh dt dh

= ⋅ = , 

�	��� ���
����� �
������ ����*;����� ������ 
��

24dv mg v
v

dh m

−
= . 

"������� ���������� 
 �	�����	� ��������������	� ���
����� �
��	����������� ��	: 
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12 2

1
; ;

4 4

vdv dh vdv
dh C

mg v m mg v m
= = +

− −� �

8

2 2 2

1 1

1 8
ln 4 ; ln 4 8 ; 4 ;

8

h

m
h h

mg v C mg v C mg v C
m m

e
−−

− − = + − = − − =

( )
8 8

2 1
4

2

h h

m mv mg C v h mg Ce e
− −

= − � = − . 

����
��, �	 ��	�	��� � ����, ��	������� ����*;����	� 

�������� �	���� 
������ ��
�� ���;, �. �. ( )0 0v = , ������ C : 

( )
1

0 0
2

v mg C C mg= − = � = . 

�	����
�
 
 
�������� ��� ( )v h ������� C , � ����� ��
������

������, �	���� ��
����	��� ��	�	��� ������ ����*;����� 	� ��	����-

�	�	 ����: 

( )
8

80 10
1

80 9.8 1 14 1
2

h h

v h e e
− −� �

= ⋅ − = −� �
� �

. 

'�� �	�	 �	�� ����� ��	�	��� ����*;����� 
 �	���� �����������, 
��	��	���	 
������� ( )1000v : 

( )
1000

1001014 1 14 1 14v h e e
−

−= − = − ≈ �/�. 

9���� 	����	�, ��	�	��� ����*;����� 
 �	���� ����������� 14 �/�
� ��� ��	�	��� �
������ ��� ���	 ����������	�. 

������ 88. �	���, 
�� �	�	�	�	 P 
����� � ����	
	�	�, �
������ �	
����	������	�� ���� (�	���	������	). +��� ���� ����	
	�� �	��	���� �
��
�� F . +��� W �	��	��
����� ��� �
������ �������� ��� ��������
������� ( )W Pf kv= + 	� ��	�	��� �	����. #���� ��
����	��� ��	�	���

�	���� 	� ��	�����	�	 ����, ���� 
 �������� �	���� 
������ ��	�	��� �
���� ��
�� ���;. (0���� f − �	��������� ������, k − �	��������� ��	-

�	���	�����	���). 
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"�*����

��
	��� 65 

0��	� �
������ �	���� ����� 
��: 

ma F W= − . 

�	����
��� ������ �� ���	
��, �	����

Pa F Pf kv= − −    ���   
dv

P F Pf kv
dt

= − − . 

����
��, �	   

dv dv dS dv
v

dt dS dt dS
= ⋅ = ⋅ , 

��� S − �����	����, ( )v v S= ������*�� ��������������	� ���
��-

��� 
 
���: 

dv
Pv F Pf kv

dS
= − − . 

"������� ���������� � ���������� ��������������	� ���
�����, 
������ ��
����	��� ��	�	��� �	���� 	� ��	�����	�	 ����. 

1
; ;

vdv dS F Pf kv F Pf dS
dv

F Pf kv P k F Pf kv P

− − − +
= − ⋅ =

− − − −

( )1 ; ln
F Pf k F Pf k

dS v F Pf kv S C
F Pf kv P k P

� �− −
− = − + − − = − +� �

− −� �
. 

-� ������	�	 ���	
�� ( ) ( )0 0, 0 0v S= = ������ �	��	����; C : 

( )ln
F Pf

F Pf C
k

−
− = ,  
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�	��� ��
����	��� ��	�	��� �	���� 	� ��	�����	�	 �����	���� ���������

��: 

( ) ( )ln ln
F Pf k F Pf

v F Pf kv S F Pf
k P k

− −
+ − − = − + −

���

ln 1
F Pf kv k

v S
k F Pf P

� �−
+ − = −� �

−� �
. 

������ 89. +����� 
�������� 
���������	 

��� � ������	� ��	-

�	���; 0v . +��� �	��	��
����� �
�����; ������� ��
�� 2


���
F mvβ= , ���

β − ���	����������� �	���������, m − ����� �������, v − ���	���
��	�	���.  ��������� 
��	�� �	�A��� �������. 

"�*����

+	���
�� �������; ����� � 

���� 	�	�������. '
������ �������
���	
�	 ����������� �� �
������ ����������	� �	�� ����	� m �	� ���-

��
��� ���� �	��	��
����� 
	�����

���

F � �	���
���	�	 
��� P mg= , ���

g − ���	����� �
	�	��	�	 �������.  �	����� t − 
����, ( )h t  – ��	����-

��� ������	� ����, ( )v t − ��	�	��� �
������ �������; �	���
dv

dt
− ���	��-

��� �������.  

��
	��� 66 

+	���
�� ��������������	� ���
����� �
������ �������. +	�����	

�	�	�� ���	�� #�;�	��, 

( )
���

dv
m P F

dt
= − + , 
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��� ���� ����� �����
���, �	 ���� 
��� � �	��	��
����� �������;�
�
������ �������, �. �. �����
���� ��	��
 ��	 �
������ (���. 66). ����-


�� 
�������� ���

���

F � P , �	����

( )2dv
m mg mv

dt
β= − +

���

( )2dv
g v

dt
β= − + . 

����
��, �	  

( )
dh

v h
dt

=       �      
dv dv dh dv

v
dt dh dt dh

= ⋅ = , 

������*�� ���
����� 
 
���

( )2dv
v g v

dh
β= − + . 

@�	 � ���� ��������������	� ���
����� �
������ �������. 9�� ���

 �������� �	���� 
������ 0t = , ��	�	��� ������� ��
�� 0v , � ��	����-

��� ���� ��
�� ���;, �	 ������	� ���	
�� ����*�� 
 
��� ( ) 00v v= . 

#����� ����	� ��*���� ��������������	�	 ���
����� �
������
�������, ��	
���
	��;?�� ������	�� ���	
�; ( ) 00v v= . "������� ����-

������, �	����: 

2

vdv
dh

g vβ
= −

+
. 

-����������: 

2 2 2

1 12

1
; ln ; ;

2

hvdv
dh C g v h C g v C

g v
e ββ β

β β
−= − + + = − + + =

+� �

( )
2 hC g

v h
e β

β

− −
= . 
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-��	����� ������	� ���	
��, ������ ������� C : 

( ) 2

0 0
0

C g
v v C g vβ

β

−
= = � = + . 

 �	�������	 ����	� ��*���� ������ 
��

( )
( )2 2

0

hg v g
v h

e ββ

β

−+ −
= . 

$ �	���� �	�������� ������	� �
	��	 ���
��*��	 �������
( h H= ) ��	�	��� ��	, 	�
���	, �	���� ��
������ ���;, �. �. ( ) 0v H = . 

�	����
��� ��	 ���	
�� 
 ���
����� �
������ �������, �	���� ����	��-
*�; 
��	�� �	�A��� �������: 

( )
( )

( )
2 2

0 2 2 2

0 2

0

0; ; ;

H

H H
g v g g

v H g v g
g v

e
e e

β

β β
β

β
β β

−

− −
+ −

= = + = =
+

2

0

1
ln

2

g
H

g vβ β

� �
= − � �

+� �
. 

������ 90. 9	�� ����	� m �
������ ����	������	; �� ��� ���-

��
��� ����, ��	�	���	������� ���� 
������ (�	��������� ��	�	���	-

�����	��� k ). &�	�� �	�	, �	�� ������
��� ��	��
	�����
�� �����, ��	-

�	���	�����	� ��	��
�����; ��	�	��� � 
������ (�	��������� ��	�	�-

��	�����	��� 1k ). #���� ��
����	��� ��	�	��� 	� 
������, ���� 
 �	����
0t = ��	�	��� �	�� ���� ��
�� 0v . 

"�*����

��
	��� 67

����� ( )v t − ��	�	��� �
������ �	��, �	���
dv

dt
− ���	����� �	��. 

0���*�� ���
����� �
������ �	��

3

1

dv
m kt k vt

dt
= −       ���      3

1mv k vt kt′ + = , 
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�	�	�	� �
������ �������� ���
������ ���
	�	 �	�����. +����
 ������

( ) ( )( ),v yz y y t z z t= = = , �	����: 

1

3 31 1

3

0;

; ;

;

k
z zt

k k k k m
y z yz yzt t y z y z zt t

km m m m
y z t

m

� ′ + =��� �′ ′ ′ ′+ + = + + = �� �
� � � ′ =

��

21

21 1 1 2(1) ; ; ln ; ;
2

k
t

m
dz k dz k k

zt tdt z t z
dt m z m m

e
−

= − = − = − =

2 2 21 1 1

3 3 32 2 2(2) ; ;
k k k

t t t
m m m

k k k
y t y t y t dt

m m m
e e e

−
′ ′= = = =�

2 21
2

1

2

1 1

1 1

2
, ,

2 2
2

2
2 ,

p p

k m
t p t p

m k k m km
e pdp p e dp

m m m k k
tdt pdp tdt dp

k k

� 	
= =
 � � �


 �= = = ⋅ =� �

 � � �= =
 �
� 

� �

(����������� �	 �����) 

( ) ( )
21

212
2 2 2

1 1 1

2 2 2
1 1

2

k
t

p p p m
km km km k

p e e dp e p C t C
k k k m

e � �
= ⋅ − = − + = − +� �

� �
� . 

9���� 	����	�, 

  

( )
2 2 21 1 1

2 21 12 2 2
2 2

1 1

2 2
1 1

2 2

k k k
t t t

m m m
km k km k

v t yz t C t C
k m k m

e e e
− −� 	� � � �

= = − + = − +
 �� � � �
� � � �� 

. 

-� ������	�	 ���	
�� ( ) 00v v= ������ +: 

( ) 0 02 2

1 1

2 2
0

km km
v C v C v

k k
= − + = � = +

� ����*�� 
��������, 	�������;?�� ��
����	��� ��	�	��� �	�� 	� 
��-
����: 

( )
2 2 21 1 1

2 21 12 2 2
0 02 2 2

1 1 1

2 2 2
1 1

2 2

k k k
t t t

m m m
km k km km k

v t t v t v
k m k k m

e e e
− − −� �� �� �

= − + + = − + +� �� �� �
� � � � � �

. 
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������ 91. (�*��� ����	� m ���
	����� 
 �
������ ���	�
( )F F const= , �	�	��� ����������� ������ ������ 
 	�	���. +��� ������

��	�	���	������ ��	�	���, �	 ��� ��� ��	���	��� �����
���� ������ 

	�	���, �	 �	��������� ��	�	���	�����	��� �������� �	 
�������, � ��	

�������;� ��
���
t

α

β+
 (α � β 	�������;� ���������������	). #����

���
����� �
������ ��*���, �����	�����, �	 
 �	���� 
������ 0t =

( )0 0v = . 

"�*����

��
	��� 68 

 �	�����  ��	�	��� ��*��� ( )v t ,  
dv

dt
− ���	����� ��*���, �	���

���
����� �
������ ��*��� ����� 
��

dv
m F v

dt t

α

β
= −

+
      ���      

( )
v F

v
m t m

α

β
′ + =

+
. 

�	�����	� ���
����� �
������ �������� ���������������� ���
����-

��, ��� ��	 ��*���� ������� ������ ( ) ( )( ),v yz y y t z z t= = = . -����: 

( ) ( )
( )

0;

; ;

;

z
z

m tyz F z F
y z yz y z y z

m t m m t m F
y z

m

α

βα α

β β

� ′ + =�� � +�
′ ′ ′ ′+ + = + + =� � �

+ +� � � ′ =
��

( ) ( )
( ) ( )(1) ; ; ln ln ;m

dz z dz
dt z t z t

dt m t z m t m

αα α α
β β

β β

−
= − = − = − + � = +

+ +

( ) ( ) ( )(2) ; ;m m m
F F F

y t y t y t dt C
m m m

α α α

β β β
−

′ ′+ = = + = + + ��         
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( )
( )

1

1

1

m

m
tF F

y C t C
m m

m

α
αβ

β
α α

+
++

= + = + +
++

; 

( ) ( ) ( )
( )

( )
1

m m m
F tF

v t t t C C t
m m

α α αβ
β β β

α α

− + −+� �
= + + + = + +� �

+ +� �
. 

�	����
��� 
 	�?�� ��*���� ���
����� ������	� ���	
�� ( )0 0v = , 

������ C : 

( )
1

0 0
m

m
F F

v C C
m m

α
αβ β

β
α α

+
−

= + = � = −
+ +

� ����*�� ���	� �
������ ��*���: 

( )
( ) ( )

( )

1 1
m mm

m

F t F t F
v t t

m m m
t

α αα

α

β β β β
β

α α α β

+ +− � �
+ + � �= − = + −

� �+ + + � �+� �

.

��33����6�����	� ��������� ���� ��������	�	 �	�� � ���*��, 
�	��� � 6��� ���� ���	�����6� � 	��*���	� �	��	��������

�����	�	���, �	 
 ���� 	�����	� �	��	��
����� ��
�	 R , ����
�	�� I 
	���������� ������	�
���?�� ���	� E . +��	�������� ��
�� L . 

����� ��
����	, �	 ������	�
���?�� ���� �������� �	 ���	��

0E E sin tω= , ��� 0E � ω  – �	��	�����. 9�������� 	��������� ���� �	�� 

���� 
 �	���� t , ����, �	 
 �	���� 0t = 	�� ��
�� ���;: 0 0I = .  

-�
����	, �	 ��� ���� �	�� I � �	��	��
����� R �	���� �������-
��� ��
�� IR . '�� ���� � ���	��������� L �	���� ���������� ��
��

dI
L

dt
. �	��	�� �	���� �	���� ���������� 
	 
��� ���� �����: 

dI
E IR L

dt
= + . 

0������ ������	�
���?�; ���� E �� ��������, �� 
����, �	
	�������� ���� �	�� I ���
	��� � ��������	
���; ������	�	 ��������-

������	�	 ���
����� ���
	�	 �	�����: 

0 sin
dI R E

I t
dt L L

ω+ = .                                  ( ∗ ) 
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"�*�� �	�����	� ���
�����. ����� I uv= , ��� ( )u t � ( )v t �
��;���

��*������ ���������������� ���
�����

0
dv R

v
dt L

+ = ,     

  
( )

0
sindu E t

dt Lv t

ω
= . 

"�*�� ���
	� ���
�����, �	����
R

L
t

v e
−

= . �	����
��� ��	 �������

	 
�	�	� ���
�����, �	���� ���
����� ��� 	���������� ( )u t : 

0 sin
R

L
tdu E

t
dt L

eω= . 

-���������, ���	���

0 sin
R

L
tE

u t dt C
L

eω= +� . 

9	��� 	�?�� �������� ���
����� ( ∗ ) ������ 
��: 

0 sin
R R

L L
t tE

I t dt C
L

e eω
− � �

= +� �
� �

� . 

#	 ��� ���  

( )
2 2 2

sin cos
sin

R

R L

L

t
t L R t L t

t dt
R L

e
e

ω ω ω
ω

ω

−
=

+� , 

�	

( )0

2 2 2
sin cos

R

L
tE

I R t L t C
R L

eω ω ω
ω

−

= − +
+

. 

-��	����� ������	� ���	
�� (��� 0t = 0 0I = ), ������ �	��	����; C : 

0

2 2 2

E L
C

R L

ω

ω
=

+
. 
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�	��	��

0

2 2 2
sin cos

R

L
tE

I R t L t L
R L

eω ω ω ω
ω

−� �
= − +� �

+ � �
. 

�������
�� ���	�	� ��*���� 
 �	��� ��	��	� ��� 
�������� 
���. 

�	�����  
L

tg
R

ω
ϕ=  (��	� ϕ ����
�;� ���?����� ����), �	����: 

( )2 2 2sin cos sinR t L t R L tω ω ω ω ω ϕ− = + − , 

�	 ����

( )00

2 2 2 2 2 2

sin
R

L
t

E tE L
I

R l R L

e ω ϕω

ω ω

−
−

= +
+ +

. 

+��� �	��, ��� �	����
��� ��	 ��
����
	, �	��	�� �� �
�� �����: 

���
�� ����� �������� ��������� (��	������
R

L
t

e
−

); 
�	��� – ����	���-
���� �������� (��	������ ( )sin tω ϕ− ). 

������ 92. @�����	�	�	� 
��;�� 
 ���� � ����������� E=300 $, 

	�?�� �	��	��
����� R=150  �. &	��������� ���	�������� L=30 !�. 

#���� ���� �	�� ���� 1 � �	��� ��������� ����. 

"�*����

$	��	�������� ���������������� ���
������ ��� 	���������� ��-

�� �	�� 
 ���� 
 �;�	� �	���� 
������ t : 

dI
IR L E

dt
+ = . 

�	����
�
 �;�� ������ �� ���	
��, �	���� �����;?�� ���
�����: 

30 150 300I I′ + =    ���   5 10I I′ + = . 

@�	 ���
����� �
������ ��������; ������� ������ ( ) ( )I u t v t= ⋅

( )I u v uv′ ′ ′= + : 

( )5 10 5 10u v uv uv u v u v v′ ′ ′ ′+ + = ⇔ + + = . 
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�����	�����, �	 5 0v v′ + = , �	���� 10u v′ = . 

55 0; 5 ; 5 ; ln 5 tdv dv
v v v dt v t v e

dt v

−′ + = = − = − = − � = ; 

5 5 510; 10 2t t tu e u e u e C−′ ′= = � = + . 

9���� 	����	�, 

( ) ( )5 5 52 2t t tI t e e C Ce− −= + = + . 

����
��, �	 
 �	���� 
������ 0t = ���� �	�� ���� ��
�� ���;,   

�. �. ( )0 0I = , ������ C : 

( ) 00 2 2 0I Ce C= + = + = , 	��;�� 2C = − , 

( ) 52 2 tI t e−= − . 

 �������� ���� �	�� ���� 1 � �	��� ��������� ����:  

( ) 51 2 2 1.9865I e−= − ≈  ()).

��������� ����2�<:�2 �	��
���+

"����	���� ����� �
������ �	�� �	� �����
��� ����, �������-


�;?�� �	�� � ���	�
���	�� ������, ��� ������ �	��	��
����� �����, 

��	�	���	�����	�	 ��	�	��� �	��.  

����� ( )x t  – ������?���� �	��, �	���
dx

dt
 – ��	�	���.  �	�����

�	��������� ��	�	���	�����	��� 2 ( 0)hm h > , �	��� ���	����� 
�	�	�
���	� #�;�	��, ��������������	� ���
����� �
������ �	�� �	��	 ��-
������ 
 
���

2
2

2
2

d x dx
m k mx hm

dt dt
= − −

���

2
2

2
2 0,

d x dx
h k x

dt dt
+ + =

��� ( )x t  - �		������� ������?���� �	��. 
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@�	 ������	� 	��	�	��	� ���
����� 
�	�	�	 �	����� � �	��	������
�	������������. ,�	 ���������������	� ���
�����  

2 22 0z hz k+ + =

���� �	��� 2 2

1z h h k= − + −   �  2 2

2z h h k= − − − . 

������ 
���	, �����	���� ����	��� 
����� �����, �	��� �	��� ��-
�������������	�	 ���
����� �	��������, �. �., �	��� 2 2 0h k− < . �	�����, 
�	 2 2 2h k ω− = , ����� ����� 1 2,z h i z h iω ω= − + = − − � �	��� 	�?�� ��-
*����: 

( )1 2cos sin .htx e C t C tω ω−= +

����
��, �	 
 �	���� 
������ 0t = ������	� �	�	����� �	��

0x x= , � �������� ��	�	���
o

dx
x

dt
′= 	�������� ��	��
	����� �	��	�����. 

$ ���� ���
	�	 ���	
��

( ) 0

0 1 2 1 0cos 0 sin 0 ;hx C C e C xω ω −= + � =

	������ ��	��
	���;

( )1 2 1 2
cos sin sin coshtdx

e C h t C h t C t C t
dt

ω ω ω ω ω ω−= − − − +

�, �	����� �� 
�	�	�� ���	
�;, �	����: 

0 0
2

x x h
C

ω

′ +
= . 

9���� 	����	�,  

0 0
0 cos sinht x x t

x e x t tω ω
ω

−
� �′ +

= +� �
� �
� �

. 

������*�� ���
�; ���� ��
����
� 
 
���  

( )0sinhtx e tρ ω ϕ−= + , 

���  

( )
22 2 0

0 0 0 0

0 0

1
,

x
x x x h arctg

x x h

ω
ρ ω ϕ

ω
′= + + =

′ +
. 
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-� ��
����
� �������, �	 �
������ ����� �	����������� ��������. 

����	� �	�������

2 2

2 2
.T

k h

π π

ω
= =

−

+��
��
�� ��	 � ����	�	�
0

2
T

k

π
= �
	�	���� �	�������, 
����, �	

0T T> . 

����� ( ) 00x x= � ( )0 0x = . 9	���

( )
2

0 0
1 sinhth

x e tρ ω ϕ
ω

−� �
= + +� �

� �
. 

�����
�� 
������ t �������  

1 2 3

2
0, , ,...t t t

π π

ω ω
= = = , 

����
�� �	�����	� ��
����
	, ������:  

1 0 2 0; ;
h

x x x x e
π

ω
−

= = −   
2

3 0 ;
h

x x e
π

ω
−

=
3

4 0 ;...
h

x x e
π

ω
−

= −

 ��;�� 
���	, �	 ���	�;���� ������� �������, �. �. �	����	
�-
������� 	���	����� �	����;?���� �	�� 	� ���	�
���	�	 ������, 	���-
��;� ����	���	 ���
�;?�; ��	���������; ��	������; �	 ���������-

���, ��
��� .
h

e
π

ω

−

@�	 � ���� ����� ��� ����
����� ������;?�� �	����-
���. 0��	� ��������� ( )x t 
 ��
����	��� 	� 
������ �������
��� �����-

���� �� ���. 69. 

��
	��� 69
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"����	���� �����, �	��� 2 2 0h k− > . &	��� 1z � 2z ����� 
�?�-
��
������ � 	�������������: 

1 2

1 2

z t z t
x C e C e= + . 

��	��
	����� �	��	����� 	�������� �� 	��	
���� ��������  

���	
�� ( 0 ,x x=
0

dx
x

dt
′= ��� 0t = ). -��	����� �������� ���	
��, �	����

������� �������� ������������� ���
����� 	��	�������	 1C � 2C : 

1 2 0

1 1 2 2 0

,

.

C C x

z C z C x

+ =�
�

′+ =�

"�*�� �������, �	����: 

0 0 2 0 1 0
1 2

1 2 1 2

,
x x z x z x

C C
z z z z

′ ′− −
= =

− −
. 

 �	�������	 ���	�	� ��*���� �	��	 �������� 
 
���: 

( ) 1 20 0 2 0 1 0

1 2 1 2

z t z tx x z x z x
x t e e

z z z z

′ ′− −
= +

− −
. 

-�������� �	�����	� ��*����, ��� ��	�	 x �
dx

dt
������*��


 
���: 

( ) ( )2 110 0 2 0 1 0

1 2 0 0 2

1
z z tz tx x z x z x

x t e e
z z x x z

−� 	′ ′− −
= ⋅ +
 �′− −� 

 ;  

( )2 110 0 2 0 1 0 2
1

1 2 0 0 2 1

1
z z tz tdx x x z x z x z

z e e
dt z z x x z z

−� 	′ ′− −
= ⋅ + ⋅
 �′− −� 

 . 

.���	 
�����, �	 ����  

0 1 0

0 0 2

0
x z x

x x z

′−
>

′ −
, 
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�	 �� ( )x t , �� ��	�	���
dx

dt
�� ���� �� 	���?�;��� 
 ����. @�	 	������, 

�	 �	�� ������������ ������	������ � �������
�;?��� ������, ���	-

���� 
�� 
���� � 	��	� ��	�	�� 	� ���	. ,���

0 1 0

0 0 2

0
x z x

x x z

′−
<

′ −
, 

�	 ��� ( )x t , ��� �
dx

dt
�	��� 	��������� 
 ���� �	 	��	�� ����. 

"����	���� �	������� �����, �	��� 2 2 0h k− = . 5������������-
��	� ���
����� ����� �
�������� 	������������ �	���� 1 2z z h= = − .  �-

?�� ��*���� ����� ����� 
��  

( )1 2

htx C C t e−= + . 

��	��
	����� �	��	����� 	�������� �� ��� �� �������� ���	
��: 

  

1 0 2 0 0,C x C x x h′= = + . 

$ ��	� ����� ���	�	� ��*���� ����*�� ���: 

( )0 0 0

htx x x x h t e−′� 	= + +�  . 

)��������� �	�����	� 
��������, ����	 ��������, �	 �	 �����-
��� �	����	�	 ��	�	��������	�	 ��	������� 
������ t �	�� �����
��	�� ��	��	 ������ 	� �������
�;?��	 ������. 

&	������� �������	� ������� ����
��	�����, �	����������� ������
�	�������	��, �	������� ���	�	��� �������	�	
 ���	
�� ��*�� �	���
������� ��������� ������;?�� �	�������. '
������, �		�
����
�;?��

������   2 2 0h k− >   �   2 2 0h k− = ,   ����� ����	 ��� �	��*	� �	��	��
-
����� ����� (��������, �
������ �������	� ������� ��� �����	� ���	-

�	�����). 
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$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1. &��	� ������� � ����������	� 100° + �	��?�� 
 ���, 

����������� 
 �	�	�	� �	������
����� �	��	���	 ��
�	� 500° +. 0� ��

���	 ������	��  �	 200° +.  ��������� ����������� ���� ���� 2 ��� �

����, �� �	�	�	� ����������� ���� ���	����. 

( �
��: 275°+, 
ln 2

ln 4 ln3
t = ≈

−
2  25 ���.) 

$������ 2. 9���������� 
����	�	 �� ��� ����� ��������� 	� 100 �	

60° + �� 20 ���. 9���������� 
	����� 25° +. 6���� ���	� ��	�����	� 
��-

���� (	� ����� 	���������) ����������� ����� �	������� �	 30° +? 

( �
��: 71 ���.)

$������ 3. 9��	 ����	� m ������ � ���	�	�	� 
��	�� �	 ��	�	���;

( )0 0v = . ��� ������� ���	 ������
��� �	��	��
����� 
	�����, ��	�	���-

	�����	� ��	�	���. #���� ��	�	��� ����;?��	 ���� ( )v t 
 �;�	� �	����


������ t  (�	��������� ��	�	���	�����	��� ��
��
3

2
). 

( �
��: ( )
3

2
2

1
3

t
mv t mg e

−� �
= −� �

� �
.)

$������ 4. ��	�	�� ���� ��� � ������
�� �	��	��
����� ����
��
, 

���� ������ ���� ��	�	���. #� ����	���	 ���	� ���� ��� �	���� ��	-

�	���	������ ��	�	��� 
 ����� ���� � ��	 �����. #���� ��	�	��� 
����, 
��	*��*��	 
 ���� 150 �, ����, �	 �	 
�	������ 
 ��� �������� ��	�	���

���� ���� 0v =12 �/�, � �	��� ��	�	������ 
 ���� ���� S =1� ��	�	���


���� �����*����� �	 1v =11.8 �/�. 

( �
��: 0.931 �/�.) 

$������ 5. .	��� ��������� �
	� �
������ �	� �����
��� �	��	��
-
����� 
	��, �	�	�	� ��	�	���	�����	 ��	�	��� �	���. #������� ��	-

�	��� �	��� 1.5 �/�, �� ��	�	��� ���� 4 ������� 1 �/�. #���� 
����, �� �	-

�	�	� ��	�	��� �	��� �����*���� �	  0.01 �/� � ���� ��	������� �	��	�
�	 	����	
��. 

( �
��: 50 �, 15 �.) 
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$������ 6. ���	����� �	�	�	��
� ����	 ��	�	���	�����	 ���� ����
F � 	�����	 ��	�	���	�����	 ����� �	���� m . #������� ��	�	��� �	�	-

�	��
� 0v , ���� ���� F b kv= − , ��� v  – ��	�	���; ,b k  – �	��	����� 
���-

���. #���� ���� ���� �	�	�	��
� �	 �������� 
������ t , ���� 
 �����-
��� �	���� 
������ 0t = 0 0F F b kv= = − . 

( �
��: 0

k

m
t

F F e
−

= .) 

$������ 7. 9	�� ����	� m �
������ ����	������	; �� ��� �����
�-
�� ����, ��	�	���	������� 
������ (�	��������� ��	�	���	�����	���
k ). &�	�� �	�	, �	�� ������
��� ��	��
	�����
�� �����, ��	�	���	-

�����	� ��	�	��� (�	��������� ��	�	���	�����	��� 1k ). #���� ��
���-

�	��� ��	�	��� 	� 
������, ���� 
 �	���� 0t = ��	�	��� �	�� ���� ��
��
���;. 

( �
��: 
1

1 1 1

k t

m
k m m

v t
k k k

e
−� �

= − +� �
� �

.) 

$������ 8. =��� �	��	�� �� 	�����	�	 �	��	��
����� R=0.36  � �
���	�������� L=0.02 !�.  ��������� ( )I t 
 �	���� ���������� �	��, ��-

�� ( ) 00I I= , � ����� ���� ���	� 
���� 
������ �	�� ������ �	 1% �
	��

���	��	� 
������ 0I . 

( �
��: ( ) 0 , 0.27
R

L
t

I t I te
−

= = �.) 

$������ 9. @����������� ���� �	��	�� �� �	����	
������	 
��;-

����� ���	���� �	��	���	�	 �	��, ��;?��	 ���������� E , �	��	��
��-
��� R , ���	�������� L � 
��;�����, �	�	��� 
��;����� ��� 0t = . 

#���� ��
����	��� ���� �	�� I 	� 
������. 

( �
��: 1
R

L
tE

I
R

e
−� �

= −� �
� �

.) 

$������ 10. 9��	 ����	� 1.96 ��, �	�
�*���	� �� �������, �	�	���
���	� 10 # �������
����� �� 0.2 �, ��� �
������ 
������� �	��	��
�����, 
��	�	���	�����	� ��	�	��� � ��� ��	�	��� 0.01 �/� ��
�	� 0.2 #. $
�������� �	���� ������� ��������� �� �	�	����� ��
�	
���� �� 0.05 �
� ���	 ����	��� 
 �
������ ��� ������	� ��	�	���.  ��������� ���	�
�
������ ����. 

( �
��: ( )5 25 5 1 10tx e t− −= + ⋅ �.) 
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3.3 ������ ����*�

������ 93. $ �����
���� �	�������� A �� 
�?���
�, ����
	����	�	

 B ������ 
	��. 0���� �����; ������ 
 �����
��� �	������� M ����	



	�� � 
������� N ����	
 ����
	�� ( )M N≥ , ����� �	���������� �	-

��������� ��
�	����	� ����� ������*�
����. #���� �	�����
	 
�?���
�

 �����
���� ���� T ����� �	��� ����� ��	�����. 

"�*����

����� ( )x t − �	�����
	 
�?���
� 
 �����
���� ���� t ����� �	���

����� ��	����� � x x+ ∆ − 
 �	���� 
������ t t+ ∆ . 0������, �	 0x∆ <

��� 0t∆ >  (�. �. ����
	� ″	���������″). 

 �	����� 	�A�� ����� 
 �	���� t ( )V t : 

( )V t B Mt Nt= + − . 

&	���������� 
�?���
� 
 �	���� 
������ t ��
������, 	�
���	,  

x

V
. 0� ����	���	 ����� 	����	� 
������ [ ],t t t+ ∆ �	�����
	 
�?���
�

���������� �� ����	���	 ����; 
������ x∆ , ��� �	�	�	� ����
����
	
����������	� ��
����
	

( )
x Nx

x N t t
V B M N t

∆ ≈ − ∆ = − ∆
+ −

. 

0������ �����?���� x∆ � t∆ ��������������� dx � dt , �	�����
��������������	� ���
�����: 

( )
Nx

dx dt
B M N t

= −
+ −

. 

-��������� ��	 ���
����� � �������;?����� ����������� � �����
M N> , ������ 	�?�� ��*����: 

( ) ( ) 1; ;
dx Ndt dx dt

N C
x B M N t x B M N t

= − = − +
+ − + −� �
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( )ln ln ln
N

x B M N t C
M N

= − + − + �
−

( )
( )( )

N

M N

C
x t

B M N t −

=

+ −

. 

-��	����� ������	� ���	
�� x A= ��� 0t = , 
������ C � ����-

*�� ����	� ��*����: 

( )( )
;

0

N

M N
N

M N

C
A C A B

B M N

−

−

= � = ⋅

+ − ⋅

( )
( )

N

M NB
x t A

B M N t

−� �
= � �

+ −� �
. 

�	����� t T= , ������ �	�����
	 
�?���
� 
 �����
���� ���� T

����� �	��� ����� ��	�����: 

( )
( )

N

M NB
x T A

B M N T

−� �
= � �

+ −� �
. 

������ 94. $ ���� ���	����� 100 � ����
	��, �	�����?��	 10 �� �	-

��. $ ��� 
��
����� 
	�� �	 ��	�	���; 5 �/���, � ����� 
������� �� ���	 �
�	� �� ��	�	���;. &	���������� ����������� ��
�	����	�. +�	���	 �	��
	�������� 
 ���� ���� ��? 

"�*����

 �	����� ( )x t − �	�����
	 �	�� 
 �����
���� ���� t ����� �	���

����� ��	�����. $	��	���	
�
*��� ������������ �������?��	 ������� �
����
��, �	 M N= , ����*�� ��������������	� ���
�����: 

Nx
dx dt

B
= − . 

�	 ���	
�;, 100, 5B N= = , �	���  

20

x
dx dt= − . 
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#��	��� 	�?�� ��*����: 

20
1

; ln ln ; .
20 20

t
dx dt

x t C x C
x

e
−

= − = − + =

�	��	���� 
 �	���� 
������ 0t = �	�����
	 �	�� 10x =

( )( )0 10x = , �	  010 Ce= � 10C = . 9���� 	����	�, 

( ) 2010 .
t

x t e
−

=

 �������� �	�����
	 �	�� 
 ���� ���� ��. 1 ��=60 ���,  

  

( )
60

32060 10 10 0.5x ee
−

−= = ≈ (��). 

������ 95. =������������ �����
��� � 
��	�	� 6 � � �������	�
	��	
���� 4� �	���
��� 
���������	 � ���	���� 
	�	�. 0� ���	� 
���� 
	-

��, ���	���;?�� �����
���, 
����� �� ���	 ���� �����	� 	�
������ ����-

���
1

12
�, �������	�	 
 ��� �����
����? 

"�*����

'�� ��*���� �	���
����	� ����� 
	��	�������� �	����	� %�����-

��, 	�������;?�� ��	�	��� v �������� ����	��� �� 	�
������ 
 �����
�-
���, ���	��?��	�� �� h � ���� �
	�	��	�	 ��	
�� ����	���: 

2v ghσ= . 

0���� 9.8g = �/�2
 – ���	����� ���� �������, σ − �	��	����� (���������-

���) �	���������, ��
���?�� 	� �
	���
 ����	��� (��� 
	�� 0.6σ ≈ ). 

����� ���� t � �	��� ����� �������� ����	��� ��	
��� 	���
*��-

�� 
 �����
���� 
	�� ��� ��
�� h � � �� 
���� dt �	������� �?� �� dh �

( )0dh < . �	������� 	�A�� 
	��, 
����*�� �� ����	���	 ����� ��	��-

���	� 
������ dt �
��� ��	�	����. 
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��
	��� 70 

+ 	��	� ��	�	��, ��	� 	�A�� dv ��
�� 	�A��� �����������	�	 ��	�
� 
��	�	� dh � ������	�, ��
��� ������� r 	��	
���� �����
���� ( r =2 

�). 9���� 	����	�,  

2 2dv r dh r dhπ π= = − . 

+ ����	� ��	�	��, ��	� 	�A�� ��
�� 	�A��� ��������, 	��	
�����
�	�	�	�	 ������ 	�
������ 
 ��� �����
����, � 
��	�� ��
�� vdt  (��� v −

��	�	��� ��������). ,��� ������ 	�
������ ��
�� ρ  (
1

12
ρ = �), �	  

2 2 2dv vdt gh dtπρ πρ σ= = . 

�����
��
�� ��� �
� 
�������� ��� 	��	�	 � �	�	 �� 	�A���, ���-

�	��� � ���
����;

2 2 2r dh gh dtσρ− = . 

"������� ���������� � ����������, �	�����

2 2

2 2

2

2 2

r dh r h
dt t C

g h gσρ σρ
= − ⋅ � = − . 

��� 0t = ����� h =6 �, �.�. ( )0 6h = .  ��;�� ���	���  

2

2

2 6

2

r
C

gσρ
= . 
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9���� 	����	�, �
��� ����� t � h 	����������� ���
������

( )
2

2

2
6

2

r
t h

gσρ
= − , 

� �	��	� 
���� �������� T ������, �	����� 
 ��	� �	����� h =0: 

2

2

2 6

2

r
t

gσρ
= . 

-��	����� ������ ����� ( r =2 �, 
1

12
ρ = �, 0.6σ ≈ , 9.8g = �/�2

), 

���	��� T ≈ 1062 �≈17.7 ���.  

��33����6������� �������� ���������	�	 �	��� (�
�����) 

����� ��
����	, �	 ��	�	��� ����	��� (��� ���
����) ���	�	�	�

������ P ��	�	���	������ �����	�� �	�����
�. ����� 
 ��������
�	���� 0t = 
������ ���� ��
�� 0P . 9�������� ����� ��
����	��� �����

�����	� P � 
������� t . 

9�� ��� ��	�	��� ����	��� 
��������� ��	��
	��	�
dP

dt
, �	 �	�����	

���	
�; ����� ����*��: 

dP
kP

dt
= ± , 

��� 0k > − �	��������� ��	�	���	�����	���; ���� “+” 
 �����
����	���; ���� “−” 
 ����� ���
����. �	�����	� 
�������� �
������
���������������� ���
������ �������
�	�	 �	��� ��� ���
����. "����-
��
 ����������, ������: 

dP
kdt

P
= ± , 

	�����, ����������, �	���� 	�?�� ��*����  

ktP Ce±= , 

��� C − �	��	����� ��������	
����. 
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�	����
��� ������	� ���	
��, ��� 0t = ����� 0C P= � 0

ktP P e±= . 

 �	�������	, 
 ����� �������
�	�	 �	���   

0

ktP P e= , 

� 
 ����� ���
����  

0

ktP P e−= . 

)��������� �	������� ���������, �	��	 ��
�������, �	 
 ���-
��	�����	� ����� ����	�� (��� ���
����) ���	�	�	� 
������ P ��	��-
�	��� �	 ����	���������	�� ���	��.  

������ 96. +�	�	��� 	�������
���� 	�	���	
���� 
������
�� ��	
���	�� ��	�	���	������ 
 ������ �	���� ��	 ��������	� ��	��	���. 

#������� ��	��	��� ��
�� 10 ���. ���. -�
����	, �	 ��	��	��� 	�	���	-


���� ���� 2 �	�� ����� 8 ���. ���., ����� ��	��	��� 	�	���	
���� �	 ��-
�����; 10 ���. 

"�*����

+�	��	��� 	�	���	
���� 	�	����� ( )P t . 9	���
dP

dt
− ��	�	���

	�������
���� 	�	���	
����. �	 ���	
�;  
dP

kP
dt

= −  (���� “−”, �. �. ��	�-

�	��� 	�	���	
���� �����*�����). #������� ��	��	��� 	�	���	
���� 10 

���. ���., �. �. ( )0 10P = ; ���� 2 �	�� ��	��	��� �	���
�� 8 ���. ���., �. �. 

( )2 8P = . 9�������� ����� ( )10P . �	���� ��������������	� ���
�����

� �������;?����� �����������

dP
kP

dt
= − , 

������	� ���	
�� ( )0 10P = � �	�	��������	� ���	
�� ( )2 8P = . 

"�*�� ��������������	� ���
�����, ��������� ���������� � ����-
������� �	�����	� 
��������. 

1; ; ln ; ktdP dP
kdt k dt P kt C P Ce

P P

−= − = − = − + =� � . 
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#����� ����
������ �	��	����� C � k �� ������	�	 � �	�	���-

�����	�	 ���	
�� �����: 

( ) 00P Ce C= = , 	��;�� 10C = � 10 ktP e−= ; 

( ) 22 10 8kP e−= = , 	��;�� ( )
1

2
20.8, 0.8k ke e− −= = ; 

�	��� ����	� ��*���� ��������������	�	 ���
����� ������ 
��

( ) ( )210 0.8
t

P t = ⋅ . 

9����� 
������ ��	��	��� 	�	���	
���� ���� 10 ���: 

( ) ( )
10

5
210 10 0.8 10 0.8 3.28P = ⋅ = ⋅ ≈  (���. ���.). 

������ 97. +�	�	��� ������� ����� 
 ������ �	���� 
������ ��	-

�	���	������ ��	 �����	� �����.  ���������, ���	� ��	���� ����� ��-
��� ���������� ���� 200 ���, ���� ��
����	, �	 ����	� �	��������� �����
(����	� 
������, �	 �������� �	�	�	�	 ���������� �	�	
��� �����	�
����� �����) ��
�� 1590 �	���. 

"�*����

����� ( )m t − ����� �����, �	���
dm

dt
− ��	�	��� ��������� �����

��� ��	�	��� ������� �����. +	�����	 ���	
�;,  

dm
km

dt
= − . 

'�������������	� ���
����� ��*����� ����	���	 ���
����; ��
�������?��	 �������, ��
����	��� ��	�	��� ������� ����� 	� 
������
����� 
��

( ) ktm t Ce−= . 
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�����	�	���, �	 ���
	�������� ����� ����� ��
�� 0m , �.�. 

( ) 00m m= . -�
����	, �	 ����	� �	��������� ����� ��
�� 1590 �	���, �.�. 

( ) 0

1
1590

2
m m= . �	����
��� ��� ������	� � �	�	��������	� ���	
�� 


	�?�� ��*���� ��������������	�	 ���
�����, �	����

( ) 00m Ce C= = ,  ����� 0C m= � ( ) 0

ktm t m e−= ; 

( ) 1590

0 0

1
1590

2

k
m m e m

−= = ,  �����
1

1590 15900.5, 0.5k ke e− −= =   �  

( ) 1590
0 0.5

t

m t m= ⋅ . 

$������ ( )200m : 

( )
200

1590
0 0200 0.5 0.9165m m m= ⋅ = . 

9���� 	����	�, ���� 200 ��� 	� ���
	������	� ����� ����� 0m

	�������� 00.9165m ��� 91.65%, �����, �� ��	 
���� ���������� 100%-

91.65%=8.35% �����. 

$����� �� ���	��	�����	+ ��
	��

$������ 1. +�	�	��� ������� ����� ��	�	���	������ �	�����
� ��-
�����
*��	�� �����. $�������, ���� ��	���	 ��� 	� 1 �� ����� 	��������
650 �, ���� ��
����	, �	 �� 1600 ��� ����������� �	�	
��� ���
	������	-

�	 �	�����
�.  
( �
��: ���� 1000 ���.) 

$������ 2. $ �����
����, 	�A�� �	�	�	�	 100 �, ���	����� ����	�, 

�	�����?�� 10 �� ����
	����	� �	��. $ �����
��� 
������ 
	�� �	 ��	�	-

���; 3 �/���, � ����� � ���	� �� ��	�	���; �������
����� 
	 
�	�	� ��-
���
��� ���	���; ����� 100 �, ���
	������	 ���	������� ���	� 
	�	�, 

�� �	�	�	�	 �����	� ����	��� 
���
�����. +�	���	 �	�� ����� �	�������

�	�	� �����
��� �	 ��	*���
�� ���? &��	
	 ����������	� �	�����
	
�	�� 
	 
�	�	� �����
����? &	��� ��	 ����������	� �	�����
	 �	�����-
����? (&	���������� �	�� 
 ����	� �� �����
���	
 �	������
����� ��
-
�	����	� �	������
	� ������*�
����.) 

( �
��: 2.97 ��; �������� ��
�� 3.68 �� � �	���������
��� t =33.3 ���.) 
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$������ 3. =������������ �����
��� ����	� 6 � � ������	� 2 �
����	�	��� �	���	������	. 0� ���	� 
���� 
	�� 
����� �� �����
����, ��-

�� 	�
������ �������
1

12
� ���	����� �� ��	
�� ���	� ������ �� 	�����-

;?�� ��������? 

( �
��: ≈18.4 ���.) 

����������: [1,  �. 1, 2, 4;  3; 4, . 2, ��. IV, § 1; 6, ��. XIV, § 1, 2; 6;  

8, . 2, ��. 9, § 1; 10, . 2, �. 15, § 15.1, 15.2, 15.5, 15.6; 11, . 2,  �. 11, § 11.1, 

11.2]. 
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