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ВВЕДЕНИЕ 
 

Включение образовательного пространства Украины в Болонский 
процесс, основывающийся на кредитно-модульной системе, усиливает 
значение самостоятельной работы студентов. Это означает, что возникают 
новые формы  контроля и, соответственно, должны быть рекомендации, 
обеспечивающие подготовку студента как дневной, так и заочной форм 
обучения. 

Настоящее пособие предоставляет студентам технических специаль-
ностей всех форм обучения возможность подготовиться к сдаче тестирова-
ния по соответствующим разделам курса высшей математики, которые 
изучаются в течение второго и третьего триместров; а студентам заочной 
формы обучения дает возможность выполнить контрольные работы, кото-
рые являются обязательной частью отчетности при изучении курса высшей 
математики. 

Предлагаемое пособие состоит из трех частей, каждая из них поде-
лена на разделы, соответствующие разделам курса высшей математики. 

Первая часть пособия содержит краткие теоретические понятия, 
определения, формулы, а также примеры решения практических заданий. 
В начале каждого из разделов приведены ссылки на рекомендуемую лите-
ратуру, среди которых учебники как на русском, так и на украинском язы-
ке. В начале каждого раздела также приведены ключевые слова, понятия и 
даны  рекомендации в виде указания, что должен знать и уметь применять 
на практике студент по окончании изучения данной темы. Некоторые  
фундаментальные определения, формулы,  свойства и примеры решения  
отдельных типовых контрольных заданий и тестовых упражнений приве-
дены непосредственно в пособии.   

Вторая часть пособия содержит варианты контрольных заданий по 
каждому из изучаемых разделов высшей математики. По уровню сложно-
сти  они различны, что позволяет дифференцированно оценивать знания 
студента после выполнения контрольной работы. Выполнение части этих 
заданий дает возможность студенту сдать модуль на необходимый мини-
мум (55 баллов из 100). 

Третья часть пособия содержит набор типовых тестовых заданий для 
самостоятельной подготовки к тестированию по соответствующей теме 
(модулю). Часть этих заданий снабжена рекомендациями для выполнения.  
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Количество заданий, состав и содержание каждой контрольной рабо-
ты, которую выполняют студенты заочной формы обучения, определяется 
решением кафедры высшей математики. 

При оформлении контрольной работы необходимо записать условие 
каждого задания и привести его решение в полном объеме со всеми необ-
ходимыми теоретическими ссылками и объяснениями. Решение должно в 
обязательном порядке заканчиваться соответствующим ответом или отве-
тами на все вопросы задачи. 

Содержание заданий, входящих в контрольные работы, не может 
охватить все темы изучаемых разделов высшей математики, поэтому сту-
денты заочной формы обучения должны научиться решать типовые тесто-
вые задачи из третьей части настоящего пособия. Примеры решения таких 
заданий можно найти либо в самом пособии, либо в предлагаемой литера-
туре или других учебниках по высшей математике. 
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1 МЕТОДИЧЕСКИЕ  РЕКОМЕНДАЦИИ  
К ИЗУЧЕНИЮ РАЗДЕЛОВ КУРСА  

 

1.1 Неопределённый и определённый интеграл, его свойства 
 
Основной задачей интегрального исчисления является нахождение 

функции по известной от нее производной. Прикладные задачи, где ис-
пользуют этот математический аппарат, принадлежат кругу вопросов, свя-
занных с практическим применением производной. Например, если уметь 
находить функцию по производной, то по известному ускорению можно 
найти скорость, а по ней – соответствующую траекторию движения. 

Многие задачи естествознания приводят к необходимости вычисле-
ния определенного интеграла. В результате получают число, которое имеет 
геометрический, механический или физический смысл.  

 
1.1.1 Определение и основные свойства неопределённого 

интеграла. Простейшие правила интегрирования 
 
Литература: [1, гл. IX, § 1; 4, гл. 8; 9, гл. X, § 1, 2]. 
 
Говорят, что F (x) является первообразной для f (x), если для x є (a, b)  

выполняется равенство      )()( xfxF =′ . 
Неопределённый интеграл для f (x) – множество её первообразных. 

Обозначается:  

∫ += CxFdxxf )()(  , 

 
где f (x) – подынтегральная функция; 
f (x) dx –  подынтегральное выражение; 
F (x) – одна из первообразных; 
С – постоянная интегрирования. 

 
Таблица неопределенных интегралов 

∫ +
+

=
+

C
1n

x
dxx

1n
n

  )( 1n −≠ .   ∫ += .C|x|ln
x

dx
 

(Здесь и в последующих формулах под С понимается произвольная 
постоянная). 

∫ +−= .Cxcosdxxsin    ∫ += .Cxsindxxcos  
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∫ += .Cxtg
xcos

dx
2

     .Cxctg
xsin

dx
2

+−=∫   

∫ +−= .C|xcos|lndxxtg      ∫ += .C|xsin|lndxxctg  

.Cedxe xx +=∫     ∫ += .C
aln

a
dxa

x
x

 

∫ +=
+

.Cxarctg
x1

dx
2

     .C
a

x
arctg

a

1

xa

dx
22

+=
+∫   

∫ +
−
+=

−
.C

xa

xa
ln

a2

1

xa

dx
22   ∫ +=

−
.Cxarcsin

x1

dx
2  

∫ +=
−

.C
a

x
arcsin

xa

dx
22    ∫ +=

′
.C)x(ln

)x(

dx)x( ϕ
ϕ

ϕ
 

∫ +±+=
±

.Caxxln
ax

dx 22

22  ∫ +=
′

.C)x(2
)x(

dx)x( ϕ
ϕ

ϕ
 

 
Простейшие правила интегрирования 
1 Если a = const, тогда:         
 

∫∫ = dx)x(fadx)x(fa . 
 

2   [ ]∫ ∫∫ +=+ dx)x(fdx)x(fdx)x(f)x(f 2121 . 

3 Если      ∫ += C)x(Fdx)x(f , тогда: 

∫ ++=+ C)bxk(F
k

1
dx)bxk(f . 

Пример. Так как  ∫ +=
+

Cxarctg
x1

dx
2 , то по третьему свойству 

∫ +−−=
−+

C)x25(arctg
2

1

)x25(1

dx
2 . 

 
 

1.1.2 Основные методы интегрирования 
 
Литература: [1, гл. IX, § 1; 4, гл. 8, § 1–3; 9, гл. X, § 4–6; 11, р. II, 

гл. 1, § 1, 2].   
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Метод замены переменной: 
 

∫ ∫ ′=








′=
=

= dt)t())t((f
dt)t(dx

)t(x
dx)x(f ϕϕ

ϕ
ϕ

 

 
Формула интегрирования по частям: 

 

∫ ∫−= duvvudvu  

 
 

1.1.3 Стандартные методы интегрирования некоторых классов 
функций 

 
Литература: [1, гл. IX, §3 - 5; 4, гл.8, § 4-6; 9, гл. X, § 7 - 13; 11, р. II, 

гл. 1, § 3 - 5].   
 
Основной класс функций, для которых интегралы выражаются через 

элементарные функции – рациональные дроби. Выражение вида 
 

m1m
2m

2
1m

1
m

0

n1n
2n

2
1n

1
n

0

bxbxbxbxb

axaxaxaxa
)x(R

+++++
+++++

=
−

−−
−

−−

K

K

 

 
называют рациональной дробью, если (n » m) дробь называют неправиль-
ной, в противном случае – правильной. 

Существуют 4 типа простейших правильных дробей, интегралы от 
которых выражаются через элементарные функции. Всякую правильную 
рациональную дробь можно представить в виде суммы простейших рацио-
нальных дробей, а, следовательно, интегралы от неё можно выразить через 
элементарные функции.  

При изучении этой темы необходимо уметь: 
а) интегрировать простейшие рациональные дроби I, II и III типов; 
б) производить разложение правильной дроби на сумму простейших. 
Замечание. Интегралы от простейших тригонометрических выраже-

ний и иррациональностей определённого типа с помощью соответствую-
щей замены переменной, преобразуются в интегралы от рациональных 
дробей. 
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1.1.4 Определение, свойства и вычисление определённого 
интеграла 

 
Литература: [1, гл. X, § 1; 4, гл. 9, § 1, 2; 9, гл. XI, § 1–6; 11, р. II, 

гл. II]. 
 

Отметим основные свойства определенного интеграла. 
Свойство 1. 

 

[ ]∫ ∫ ∫±=±
b

a

b

a

b

a

22112211 dx)x(fAdx)x(fAdx)x(fA)x(fA . 

 

Свойство 2. Если на отрезке [a, b] , где a < b, функции f (x) и φ (x) 
удовлетворяют условию f (x) ≤  φ (x), то 

 

∫ ∫≤
b

a

b

a

dx)x(dx)x(f ϕ . 

 

Свойство 3. Если m и M – наименьшее и наибольшее значения функ-
ции f (x) на отрезке [a, b]  и a ≤ b, то 

 

∫ −≤≤−
b

a

)ab(Mdx)x(f)ab(m . 

 

Свойство 4 (теорема о среднем). Если функция f (x) непрерывна на 
отрезке [a, b] , то на этом отрезке найдется такая точка ξ, что справедливо 
следующее равенство: 

∫ −=
b

a

)(f)ab(dx)x(f ξ . 

 

Свойство 5. Если f ( x ) нечетная на симметричном промежутке  
[– с; с] , то  

 

∫
−

=
c

c

0dx)x(f . 

 

Свойство 6. Если f ( x ) четная на симметричном промежутке [– с; с] , то  
 

∫ ∫
−

=
c

c

c

0

dx)x(f2dx)x(f . 
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Формула Ньютона-Лейбница: 
 

∫ −=
b

a

)a(F)b(Fdx)x(f  

 
Интегрирование по частям: 

 

∫ ∫−=
b

a

b

a

b

a
duvvudvu  

 
 
1.1.5. Геометрические и механические приложения определенных 

интегралов 
 
Литература: [1, гл. X, § 3 - 9; 4, гл. 9, § 4; 9, гл. XII; 11, р. II, гл. III].   

 
Определенный интеграл имеет многогранные геометрические при-

ложения - вычисление в различных системах координат: площадей плос-
ких фигур, длин дуг, а также объемов тел вращения и площадей поверхно-
стей вращения. 

Многие задачи механики, например, вычисление давления жидкости 
на пластину; вычисление работы переменной силы на прямолинейном от-
резке пути; вычисление работы по выкачиванию жидкости из резервуара – 
можно решить, используя методы интегрирования. 

Соответствующие типы задач, решение которых необходимо освоить 
студенту, приведены в разделах 2.1 и 3.1. 

 
 

1.2 Обыкновенные дифференциальные уравнения 
 
Литература: [2, гл. IV; 5, гл. 3; 8, р. 11; 10, гл. XIII].   

 
Исследование многих задач естествознания приводит к решению 

уравнений, в которые входят неизвестная функция и ее производные раз-
личных порядков. Такие уравнения принято называть обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями (неизвестная функция одной переменной). 

К числу основных фундаментальных понятий отнесем: порядок 
дифференциального уравнения, общее решение, частное решение, инте-
гральную кривую, задачу Коши и ее геометрический смысл. 
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1.2.1 Дифференциальные уравнения первого порядка 
    
Литература: [2, гл. IV, § 1; 5, гл. 3, § 1; 8, р. 11, § 11.1; 10, гл. XIII, 

§ 1 - 9].   
 

При изучении этой темы необходимо научиться определять тип 
дифференциального уравнения, к главным из которых отнесем уравнения с 
разделяющимися переменными, однородные, линейные и дифференциаль-
ные уравнения Бернулли; изучить соответствующие подстановки, с помо-
щью которых решается соответствующий тип; уметь находить частное ре-
шение дифференциального уравнения при решении задачи Коши. 

 
 

1.2.2 Дифференциальные уравнения высших порядков 
    
Литература: [2, гл. IV, §2, 3; 5, гл. 3, §3; 8, р. 11, §11.2; 10, гл. XIII, 

§16 - 18].   
  
Если с помощью соответствующей подстановки порядок уравнения 

можно понизить, то такое уравнение называют дифференциальным урав-
нением, допускающим понижение порядка. 

Студент должен научиться определять тип такого уравнения и уметь 
делать соответствующую подстановку для понижения его порядка, с по-
следующим нахождением его общего решения. 

 
 
1.2.3 Линейные дифференциальные уравнения 
    
Литература: [8, р.11, § 11.3, 11.4; 10, гл. XIII, § 20 - 28; 12, р. II, гл. II]. 
 

Изучение процессов, протекающих в реальных механических и элек-
трических системах, можно представить в виде соответствующей матема-
тической модели, которая, как правило, записывается с помощью линейно-
го дифференциального уравнения первого или высшего порядков. В посо-
бии рассматриваются уравнения второго порядка с постоянными коэффи-
циентами при неизвестной функции и ее производных. 

При изучении этой темы необходимо уметь: 
1 По заданному дифференциальному уравнению записать характе-
ристическое уравнение. 

2 По корням характеристического уравнения записать общее реше-
ние однородного дифференциального уравнения. 

3 По виду правой части записать частное решение дифференциаль-
ного уравнения. 
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4 Методом неопределённых коэффициентов находить частное ре-
шение. 

5 Зная общее решение, находить частное решение, удовлетворяю-
щее начальным условиям (уметь решать задачу Коши). 

В пособии приведены примеры нахождения общего и частного ре-
шений линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффи-
циентами, а также одна из прикладных задач. 

 
Однородные линейные дифференциальные уравнения второго  
порядка с постоянными коэффициентами 

 
Рассмотрим уравнение:  
 

0yqypy =+′+′′  
 

Если функции )x(y1  и )x(y 2  являются линейно независимыми 

решениями данного уравнения, то его общее решение есть  
 

)x(yC)x(yCy 2211 += , 
 

где С1, С2 – произвольные постоянные. 

Будем искать решение уравнения в виде xey λ= . После нахождения 
производных и подстановки их в уравнение получим алгебраическое урав-
нение, которое называют характеристическим уравнением исходного диф-
ференциального:  

 

0qp2 =++ λλ . 
 

Числа λ1 и λ2 называют характеристическими числами. 
Случай 1. λ1 и λ2 действительные и разные числа. Тогда общее реше-

ние дифференциального уравнения имеет вид: 
 

x
2

x
1

21 eCeCy λλ += . 
 

Случай 2. λ1 = λ2. Тогда общее решение имеет вид 
 

x
2

x
1

21 exCeCy λλ +=  
 

Случай 3. Корни характеристического уравнения – комплексные со-

пряженные числа βαλ i1 += , .i2 βαλ −=  Тогда общее решение мож-

но записать в виде: 

)xsinCxcosC(ey 21
x ββα += . 



 14

Неоднородные линейные уравнения второго порядка 
 
Пусть имеем неоднородное линейное уравнение второго порядка: 

 

)x(fyqypy =+′+′′  
Структура общего решения такого уравнения определяется следую-

щей теоремой: общее решение неоднородного уравнения представляется 
как сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения y* и общего 

решения  одy  соответствующего однородного уравнения  
 

0yqypy =+′+′′  
 

В случае уравнения с постоянными коэффициентами частное реше-
ние возможно найти,  не прибегая к интегрированию. Рассмотрим несколь-
ко таких возможностей. 

Пусть правая часть уравнения )x(f представляет собой произведе-
ние показательных функций на многочлен, т. е. имеет вид:  

 

x
n e)x(P)x(f γ= , 

 

где  – многочлен )x(P n – многочлен n-й степени.  

Тогда возможны следующие частные случаи: 
а) число γ не является корнем характеристического уравнения 

 

0qp2 =++ λλ  
 

В этом случае частное решение нужно искать в виде  
 

x
n e)x(Q*y γ= ; 

 

б) число γ есть простой (однократный) корень характеристического 
уравнения. В рассматриваемом случае частное решение нужно брать в ви-
де многочлена (n + 1)-й степени, но без свободного члена, (так как свобод-
ный член этого многочлена исчезнет при дифференцировании): 

 

x
n e)x(Qx*y γ= . 

 

в) число γ есть двукратный корень характеристического уравнения 
 

x
n

2 e)x(Qx*y γ=  . 
 

Если правая часть имеет вид 
 

xcose)x(P)x(f x
n δγ= , или xsine)x(P)x(f x

n δγ= , 
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при этом числа i δγ −  и i δγ + не является корнями характеристического 
уравнения, тогда частное решение уравнения следует искать в виде: 

 

[ ] x
nn exsin)x(Vxcos)x(U*y γδδ +=  

 
Пример. Найти решение дифференциального уравнения 

 
2x5y4y3y −=−′+′′ , 

 
удовлетворяющее начальным условиям: 

 
1)0(y,0)0(y =′= . 

 
Решение 
 
Общее решение данного уравнения запишем в виде суммы: 

 

*yyy од += ,  
 

где одy  – общее решение 0y4y3y =−′+′′ . 

а) запишем характеристическое уравнение  
 

0432 =−+ λλ . 
 

Корни уравнения λ1 = - 4; λ2 = 1, по корням запишем общее решение: 
 

x
2

x4
1од eCeCy += −

. 
 

б) найдём *y  - частное решение исходного дифференциального урав-

нения. Представим правую часть в виде: 
 

( ) x02 ex5)x(f −=  
 

Так как  λ1  и  λ2 ≠ γ = 0, то частное решение *y  находим в виде: 
 

210 AxAxA*y 2 ++= , 
 

где 210 ,, AAA  – неизвестные коэффициенты. 

в) подставляя *y  и его соответствующие производные в дифферен-
циальное уравнение, находим: 



 16






 =″+=′

010 A2*y,AA2*y  

2
21

2
0100 x5)AxAxA(4)AxA2(3A2 −=++−++  или 

21010
2

0
2 A4A3A2x)A4A6(xA45x −++−+−=+−  

 

Приравняв коэффициенты многочленов при одинаковых степенях x  
в левой и правой частях равенства, получим:   

32

27
A

8

3
A

4

1
A

5A4A3A2

0A4A6

1A4

2

1

0

210

10

0

−=

=

=

⇒








=−+
=−−

−=−

 

Тогда   
32

27
x

8

3
x

4

1
*y 2 −+= ; 

 

г) общее решение: 
 

32

27
x

8

3
x

4

1
eCeCy 2x

2
x4

1 −+++= −
 ; 

 

Используя начальные условия, найдём С1 и С2: 
 

8

3
x

2

1
eCeC4y x

2
x4

1 +++−=′ −
; 

32

27
CC0

32

27
CC0)0(y 2121 =+⇒=−+⇒= ; 

8

5
CC41

8

3
CC41)0(y 2121 =+−⇒=++−⇒=′ . 

Окончательно    








=+−

=+

8

5
4

32

27

21

21

CC

CC

 

Решив систему, найдём  
5

4
C;

160

7
C 21 == . 

Искомое решение  
 

.
32

27
x

8

3
x

4

1
e

5

4

160

7
y 2x −+++= . 
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1.3 Кратные интегралы, криволинейные интегралы и теория 
поля  

 
Литература: [2, гл. I, II; 5, гл. 1; 8, р. 12; 10, гл. XIV - XV; 12, р. III]. 
 
1.3.1 Двойной интеграл и его приложения 
 
Литература: [2, гл. I, §1 - 4; 5, гл. 1, § 1; 10, гл. XIV, §1 - 10; 12, р. III, 

гл. I].   
 

При изучении этой темы необходимо научиться: 
а) для повторного интеграла расставлять пределы интегрирования в 
декартовой  прямоугольной и полярной системах координат;  

б) осуществлять переход от двойного интеграла к повторному инте-
гралу в  различных системах координат, и вычислять его; 

в) осуществлять переход в двойном интеграле из прямоугольной в 
полярную систему координат по формулам: ϕρ cos=x , 

ϕρ sin=x . 
г) находить площади плоских фигур и координаты центра масс  од-
нородной и неоднородной пластины, ограниченной линиями. 

Пример. Вычислить координаты центра масс однородной пластины, 
ограниченной линиями:  y = x2,   y=8 – x2. 

 

Решение 
 

Координаты центра масс можно вычислить по формулам: 
 

M

M
y,

M

M
x x

c
y

c ==     , здесь 

∫∫ ⋅=
D

y dydx)y,x(xM γ - статический момент пластины              

относительно оси  oy; 

∫∫ ⋅=
D

x dydx)y,x(yM γ - статический момент пластины              

относительно оси  ox; 

∫∫=
D

dydx)y,x(M γ       - масса пластины D, 

 

где )y,x(γ  – поверхностная плотность материала пластины. 
Изобразим область, ограниченную заданными кривими (рис. 1.1). 

Так как пластина однородная и симметрична относительно оси oy, то центр 
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тяжести лежит на оси oy, т. е. xc = 0; найдём yc. Если пластина однородна, 
то в этом случае формулы для вычисления координат центра масс упро-
щаются и принимают вид:  

 

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

⋅

⋅⋅
=

⋅

⋅⋅
=

D

D
c

D

D
c

dydx

dydxy

y,
dydx

dydxx

x
 ; 

 

Вычислим === ∫ ∫∫∫∫
− −

−−2

2

2

2 x

x8x8

xD

dxydydxdydx
2

22

2
 

3

64
)x

3

2
x8(dx)x8(

2

2 2

2
32 =−=−= ∫

− −
 

 

Вычислим  === ∫ ∫∫∫∫
− −

−−2

2

2

2

8
2

8

2

22

2 2
1

dxyydydxdydxy
x

xx

xD

 

∫ ∫
− −

=−=−−=
2

2

2

2

2422 dx)x4(16
2

1
dx)x)x8((

2

1

3

644
)

3

x
x4(8

2

23 ⋅=−=
−

. 

Тогда  4

3

64
3

644

y c =

⋅

= ; С(0, 4). 

 
Рисунок 1.1 
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1.3.2 Тройной интеграл и его приложения 
 

Литература: [2, гл. I, § 7; 5, гл. 1, § 2; 10, гл. XIV, §11 - 13; 12, р. III, 
гл. I, § 7].   

 
При изучении этой темы необходимо научиться: 
а) вычислять тройной интеграл в прямоугольной и цилиндрической 
системах координат; 

б) находить объём и механические характеристики тел, ограничен-
ных данными  поверхностями. 

 
 
1.3.3 Криволинейные интегралы 1-го и 2-го рода, их приложения 
 

Литература: [2, гл. II; 5, гл. 1, § 4; 10, гл. XV, § 15; 12, р. III, гл. II].   
 
При изучении этой темы необходимо научиться: 
а) вычислять криволинейные интегралы первого и второго рода све-
дением их к определённым; 

б) находить массу материальной линии;    
в) вычислять работу переменной силы вдоль некоторой  линии по 
формуле: 

 

dy)y,x(Fdx)y,x(FrdFA y

L

x

L MNMN

+=⋅= ∫∫  

 

г) вычислять криволинейный интеграл второго рода по замкнутому 
контуру по формуле Грина. 

 

Пример. Вычислить работу силы F  вдоль кривой L  при переме-
щении из точки M  в точку N . 

 

)1,1(N,)1,1(M,xy:L,yiyx3F 22 −=+=  
 

Решение 
 

Работу переменной силы вдоль криволинейного отрезка пути можно 
вычислить по формуле: 

 

]1,1[x,xy:L,dyydxyx3A 2

L

2

MN

−∈=+= ∫ . 

 

Перейдём к определённому интегралу: 
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=








−∈
=
=

=+= ∫ ]1,1[x
dxx2dy

xy
dyydxyx3A

2

L

2

MN

 

∫∫
−−

=+=⋅+⋅=
1

1

53
1

1

222 dx)x2x3(dxx2)x(dxxx3  

0A;0x
6

2
x

4

3

1

1
64 ==+=

−
. 

 
 

1.3.4 Теория поля 
 

Литература: [2, гл. II, § 6; 5, гл. 1, § 3; 8, р. 12.5; 10, гл. XV].   
 

При изучении этой темы необходимо знание таких понятий и приме-
нения навыков: 

а) векторных линий в векторном поле; 
б) вычисления потока векторного поля через полную поверхность 
или ее часть; 

в) дивергенции векторного поля, её механического смысла; 
г) ротора вектора и его механического смысла;  
д) пользования формулой Гаусса – Остроградского. 

Пример. Найти поток векторного поля kzxjxixF 2 ++=  через 
внешнюю сторону замкнутой поверхности σ, расположенной в первом ок-
танте и образованной  частями параболоида вращения  y = z 2 + x 2  и сле-
дующих плоскостей: y = 1, x = 0, z = 0. 

 

Решение 
 

Сделаем чертеж (рис. 1.2) 

 
Рисунок 1.2 

y 

Dxy 

Dy

z 

1 

1 

y = z2 + x2 
z 

z2 + x2 = 1 

x 
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Используем формулу Остроградского 
 

П = ∫∫∫∫∫ =
V

dvFdivdnF
σ

σ   

 

где n – внешняя нормаль поверхности σ.  
Находим: 

 

x3x0x2
z

Z

y

Y

x

X
Fdiv =++=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=  

 

П = ∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ =−==
−

V

1

0

y

0

1

0

y

0

2
xy

0

dxxyxdy3dzdxxdy3dzdydxx3

2

 

∫ ==
1

0

2
3

.
5

2
dyy  

 
 

1.4 Числовые ряды 
 
Литература: [2, гл. III, § 1; 5, гл. 4, §1; 10, гл. XVI, §1-8;11, р. III, гл. I]. 
 

Выражение ∑
∞

=
=+++++

1n
n...n...321 UUUUU  называется рядом, а 

числа ,...U,...,U,U,U n321  – членами ряда. Ряд называется сходящимся, если 

его частичная сумма  n21n U...UUS +++=  при ∞→n  имеет конечный 

предел ,SSlim n
n

*=
∞→

 при этом величина 
*S  называется суммой ряда. Если 

n
n

Slim
∞→

  не существует, то ряд называется расходящимся. 

Если ряд сходится, то 0Ulim n
n

=
∞→

 (необходимый признак сходимости). 

Обратное утверждение неверно: если 0Ulim n
n

=
∞→

, то ряд может 

быть и сходящимся и расходящимся. Если nU   не стремится к нулю, то ряд 

обязательно расходится. 
При исследовании сходимости рядов с положительными членами 

( )0>nU  используют достаточные признаки, приведенные в п. 1.4.1–1.4.5. 

 
 



 22

1.4.1 Признаки сравнения 
 

Пусть даны два ряда: 1) ;U
1n

n∑
∞

=
 2) ∑

∞

= 1n
nV  и пусть, начиная с некото-

рого номера  n > N, выполняется условие ( )*VU nn ≤ . 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
1) если сходится ряд 2, то сходится и ряд 1;  

2) если расходится  ряд 1, то расходится и ряд 2. 
Признак сравнения иногда удобно применять в предельной форме: 

если ,0A
V

U
lim

n

n

n
≠=

∞→
 то ряды 1) и 2) ведут себя одинаково или оба сходят-

ся или расходятся. Ряд, с которым  сравнивают исследуемый ряд, называ-
ют эталонным рядом. В качестве эталонных рядов используют ряды: 

)
)   

  (
  

.1   

1   ,
1

1
 1

1

1

прогрессиирической

геометрядаСумма

qприрасходится

qприсходится
qq

n

n −








≥

<
−⇒∑

∞

=

−
 

 

)




≤
−>

⇒




∞

=
∑              рядический          н при расходится

    гармо-    Обобщённо        ( ри сходится п

nn 1

11
2

1 α
α

α  

 

          )








<
>=

>
⇒∑

∞

=
любое.- 1,  при  расходится 

           1;  1,при  сходится

   любое;- 1, при   сходится

nnn βα
βα
βα

βα
2 ln

1
3  

 
 
 
1.4.2 Признак Даламбера 
 

Пусть существует l
U

U
lim

n

1n

n
=+

∞→
. Тогда справедливы утверждения: 

1) если 1<l , ряд сходится; 
2) если l > 1, ряд расходится. 
В случае l = 1 нужны дополнительные исследования о сходимости 

ряда. 
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1.4.3  Радикальный признак Коши 
 

Пусть существует n
n

n
Ulim

∞→
. Тогда справедливы утверждения: 

1) если l < 1, ряд сходится; 
2) если l > 1, ряд расходится. 
В случае l = 1 нужны дополнительные исследования о сходимости 

ряда. 
 
 
1.4.4 Интегральный признак 
 

Если функция ( ) 0xf ≥  непрерывна и монотонно убывает на 

)( ∞ ,a  и ( ) nUnf =   начиная с некоторого n > N, то интеграл ( )dxxf
a
∫
∞

 и 

ряд  ∑
∞

= 1n
nU  вместе одновременно сходятся или одновременно расходятся. 

Пример. Исследовать сходимость ряда ∑
∞

= +1n
3 3n

n
 

 

Решение 

Ряд знакоположительный, общий член ряда 
3n

n
U

3n +
= . При 

3n

n
Un

3n +
=∞→     ~ 0

n

1
2

→ . 

Применяем признак сравнения в предельной форме. Так как  nU  эк-

вивалентен  общему члену сходящегося обобщённо-гармонического ряда  
)( 2=α , то исследуемый  ряд сходится по признаку сравнения.  

Если сходится ряд ...,U...UU n21 ++++  составленный из абсо-

лютных величин членов знакопеременного ряда, то данный ряд так же 
сходится и называется абсолютно сходящимся. Если ряд из абсолютных 
величин расходится, а данный ряд сходится, то в этом случае он называет-
ся условно сходящимся. 

 
 
1.4.5 Признак Лейбница 
 

Рассмотрим знакочередующийся ряд: 
 

( )0a...aaaa n3210 ≥+−+−   
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Если в этом ряду абсолютные величины членов ряда убывают, т. е. 

...,a...aaa n321 >>>>>  и общий член стремится к нулю ,0alim n
n

=
∞→

 то 

ряд сходится, причём сумма ряда по абсолютной величине меньше его 
первого  отбрасываемого слагаемого. 

Пример. Исследовать сходимость ряда ( )
n

1n

n

n2

1n
1∑

∞

=







 +−   

 

Решение 
 

Исследуем ряд на абсолютную сходимость. Рассмотрим ряд 

( ) .
n2

1n

n2

1n
1

1n

n

1n

n

n ∑∑
∞

=

∞

=







 +=






 +−  

Применяем радикальный признак Коши: .
n2

1n
U

n

n 






 +=  

Найдём .1
2

1

n2

1n
lim

n2

1n
limUlim

n
n

n

n

n
n

n
<=+=







 +=
∞→∞→∞→  

Исследуемый ряд сходится абсолютно.  
  
 
1.5 Степенные ряды 
 

Литература: [2, гл. III, § 4-6; 5, гл. 4, § 5, 6; 10, гл. XVI, § 13-17; 12, 
р. III, гл. II, § 3-7]. 

   
Если членами ряда являются не числа, а функции 

( ) ( ) ( ) ...,xU...xUxU n21 ++++  то ряд называется функциональным. Мно-

жество значений переменной x, при которых этот ряд сходится, называется 

областью сходимости ряда. Суммой ряда называется функция ( ),xS*  если 

( ) ( ),xSlimxS n
n

*

∞→
=  где ( ) ( ) ( ) ( ),xU...xUxUxS n21n +++=  а x принад-

лежит области сходимости.  
В ряде случаев для нахождения области сходимости можно приме-

нять известные признаки сходимости числовых рядов (признак Даламбера, 
радикальный Коши, сравнения). 

Степенным рядом называется функциональный ряд вида 

( ) ( ) ( ) ...xxa...xxaxxaa n
0n

2
02010 +−++−+−+ , где −n210 a,...,a,a,a  

заданные числа, называемые коэффициентами. 
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Пример. Найти область сходимости ряда 
 

( ) ( ) ( ) ( )
...

n

2x
...

3

2x

2

2x
2x1

n32

+−++−+−+−+  

 

Решение 
 

Пусть x – фиксировано, по признаку Даламбера имеем: 
 

( )
( )( ) .2x

1n

n
lim2x

2x1n

n2x
lim

U

U
lim

n
n

1n

n
n

1n

n
−=

+
−=

−+
−=

∞→

+

∞→

+

∞→  

 

При 12x <−  ряд сходится, при −>− 12x расходится, здесь ра-

диус сходимости R = 1. Разрешая неравенство ,12x <−  получим 

3x1 << , т. е. )( −∈ 3,1x интервал сходимости ряда. 
Исследуем сходимость ряда на концах найденного интервала. При 

x = 1 получим ряд:  ...,
4

1

3

1

2

1
11 −+−+−  который сходится по признаку 

Лейбница. При  x = 3  получим ряд ...
n

1
...

3

1

2

1
11 ++++++ . Это расходя-

щийся (гармонический) ряд. 
Степенной ряд можно почленно дифференцировать и интегрировать 

внутри его интервала сходимости. При этом степенные ряды, которые бу-
дут получены, имеют тот же   интервал сходимости, что и исходный ряд. 

Если функция ( )xf  имеет производные всех порядков в окрестно-

сти точки ,xx 0=  то ряд вида  
 

( ) ( ) )( ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ...xx

n

xf
...xx

2

xf
xx

1

xf
xf n

0
0

n
2

0
0

0
0

0 +−++−
′′

+−
′

+
! ! !   (2) 

 

называют рядом Тейлора. Однако в каждом случае необходимо исследо-
вать, при каких значениях x ряд сходится и когда его суммой будет функ-

ция  ( )xf . Если 0x0 = , то полученный ряд называют рядом Маклорена:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...x

n

0f
...x

2

0f
x

1

0f
0fxf n

n
2 +++

′′
+

′
+=

!  ! ! 
 (3) 

 

Приведём разложения некоторых важных элементарных функций в 
ряды Маклорена с указанием области сходимости: 
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)( ...3,2,1,0n.,...,
n

...
321

1e
n32

Z =∞∞−∈Ζ+Ζ++Ζ+Ζ+Ζ+=
! ! ! ! 

 

( ) )( )(

...3,2,1,0n

.,...,
! 1n2

1...
! 5! 3

sin
1n2

1n
53

=

∞∞−∈+
−

−+−+−=
−

− ΖΖΖΖΖΖ
 

( ) )( )( ...3,2,1,0n,,...,
! 2n2

1...
! 4! 2

1cos
2n242

=∞∞−∈+
−

−+−+−=
−

ΖΖΖΖΖ  

( ) ( ) ( )( )( )
...,

n

1n21
...

2

1

1
11 n2 +Ζ+−−−++Ζ−+Ζ+=Ζ+

! ! ! 

αααααααα
 

( ).1,1−∈Ζ  

( ) ( ) ...
n

1...
432

1ln
n

1n
432

+Ζ−++Ζ−Ζ+Ζ−Ζ=Ζ+ −
, )( .1,1−∈Ζ  

 

Иногда при разложении  нужной функции в ряд используют почлен-
ное дифференцирование или интегрирование известных рядов, в частно-
сти, геометрической прогрессии.  

Степенные ряды используют, в частности, для: 
а) нахождения значений и пределов функций, приближения функций 
многочленами; 

б) интегрирования функций; 
в) нахождения частных и общих решений дифференциальных урав-
нений, решения интегральных уравнений. 

Пример. Вычислить интеграл  ∫ +

1

0
3x8

dx
  с точностью 210 −=δ . 

 

Решение 
 

Разложим подынтегральную функцию в степенной ряд  
 














+







−++






−






+






−=








+
⋅=

+

−
− ...

2

x
)1(...

2

x

2

x

2

x
1

8

1

2

x
1

1

8

1

x8

1
)1n(3

1n
963

33

 

Тогда  
 

( )
)(

)( ( ) )( )( =
−

−=−=
+∫ ∫ ∑ ∑

∞

=

∞

=
−

−
−

−

−
−

1

0

1

0

1

0 1n 1n
1n3

2n3
1n

1n3

1n3
1n

3 2n32

x
1

8

1
dx

2

x
1

8

1

x8

dx
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= 






+
⋅

−
⋅

+
⋅

− ...
102

1

72

1

42

1

1

1

8

1
963  

 

Вычислим сумму полученного ряда с точностью 210−=δ . 
Так как полученный ряд знакочередующийся, то найдем последова-

тельно члены ряда:  
 

.97,0969,0031,0000,1...
10864

1

764

1

32

1
000,1 ≈=−≈+

⋅⋅
−

⋅
+−  

 

(Отброшенная часть ряда не превосходит δ<
448

1
) 

Окончательно ∫ ≈
+

1

0
3

.12,0
x8

dx
 

 

Пример. Найти три первых, отличных от нуля, члена разложения в 
степенной ряд решения дифференциального уравнения, удовлетворяющие 
начальному условию: 

( ) 01y,1yxy 2 =+=′  
 

Решение 
 

Будем находить решение в виде ряда Тейлора по степеням )( 1x − :  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...1x
3

1y
1x

2

1y
1x

1

1y
1yxy 32 +−

′′′
+−

′′
+−

′
+=

! ! ! 
 . 

 

Используем начальное условие ( ) 01 =y и полагая в самом уравне-

нии x = 1, найдём  ( ) ( ) .111y11y 2 =+⋅=′  Продифференцируем урав-
нение  

 

yyx2yy 2 ′+=′′ ,  ( ) ( ) ( ) ( ) ;01y1y121y1y 2 =′⋅⋅⋅+=′′  
 

Далее снова дифференцируем уравнение  

.2222 2 yyxyxyyyyy ′′+′+′+′⋅=′′′  Найдём ( ) .21y =′′′  Аналогично 
( ) ( ) yyx2yyx6yy6y6y 24 ′′′+′′′+′′⋅+′= при  1x = , ( ) ( ) 61y 4 =  и т. д. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...

4

1x

3

1x
1x...

4

1x6

3

1x2
1xxy

4343

+−+−+−=+−+−+−=
! ! 
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1.6 Ряды Фурье 
 
Литература: [2, гл. III, § 8; 5, гл. 4, § 9; 10, гл. XVII, § 1-6; 12, р. III, 

гл. II, § 9]. 
 
Широкое применение на практике рядов Фурье обусловлено не-

большими требованиями, которые выдвигаются для соответствующей 
функции f (x), а также тем, что разложение ее в ряд по косинусам и сину-
сам – не только формальная математическая операция, а есть отражение 
реальной картины некоторого физического процесса, который фактически 
является суперпозицией колебаний. 

Если ( )xf  имеет период l2T = , то ряд Фурье имеет вид: 
 

 ( ) ∑
∞

=







++=
1n

nn
0 x

n
sinbx

n
cosa

2

a
xf      

ll

ππ ][ ll,x −∈   , 

 

где  
 

( ) ,dxx
n

cosxf
1

an ∫
−

=
l

l

ll

π
  ( )∫

−

=
l

l

ll

.dxx
n

sinxf
1

bn

π
 

 
Если периодическая функция ( )xf  c периодом l2  кусочно-

монотонная и ограниченная на отрезке  ][ ll,− , то ряд Фурье, построен-
ный для этой функции, сходится во всех точках числовой оси. При этом 

сумма полученного ряда равна значению функции ( )xf  в точках непре-
рывности функции. А в точках разрыва сумма равна среднему арифмети-
ческому пределов слева и справа. Пусть cx =  точка разрыва, тогда сумма 
ряда равна 

 

( ) ) )((
.

2

0cf0cf
сS

++−=  

 
 

Если ( )xf  чётная ( ) ( ) )( xfxf −= , то коэффициенты Фурье на 

][ ll,x −∈  вычисляют по формулам   

 

( )∫=
l

l 0

0 ,dxxf
2

a  

( )∫=
l

ll 0

n ,dxx
n

cosxf
2

a
π

  .0bn =  
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и в ряде Фурье сохраняются только косинусы. Если ( )xf  нечётна 

( ) ( ) )( xfxf −=− , в ряде Фурье сохраняются только синусы: 
 

,0aa n0 ==  ( )∫=
l

ll 0

n .dxx
n

sinxf
2

b
π

 

 

Пример. Разложить функцию ( )xf  в ряд Фурье  и построить гра-
фик суммы ряда: 

 

( )




<<
<<−

=
   x0 ,1

    0x- ,1
xf

π
π

 

 

Решение 
 

Вычислим коэффициенты ряда. Полагая π=l , получим: 
 

0aa n0 == , 
 

∫ =−=






 −==
π π

π
πππ 0 0

n )ncos1(
n

2

n

xncos2
dxxnsin

2
b  







=
нечётно-n,

n

4
      чётно-n,0

π
 

( ) )(








+−

−
++++= ...x1n2sin

1n2

1
...x5sin

5

1
x3sin

3

1
xsin

4
xf

π  

 

Построим график ( ) )(
∑

∞

= −
−=

1n

.
1n2

x1n2sin4
xS

π  (рис. 1.3) 

 
Рисунок 1.3 

S(x) 

x 

-1 

π2−  π−  π3−  π3  π2  π  

1 

0 
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Замечание. Если ( )xf  определена на отрезке ][ l,0x∈ , то её 

можно разложить в ряд Фурье, как по синусам, так и по косинусам. 
 
 
1.7  Элементы теории функций комплексного переменного 
 
Литература: [3, гл. I, § 1-4; 5, гл. 2, § 1-3; 6, гл. 1. § 5; 7, гл. 11, § 1, 2; 

8, р. 7.1, р. 15.1].   
 
Комплексным числом z называется выражение вида yixz +=  (ал-

гебраическая форма комплексного числа), где х и у – любые действитель-

ные числа, а i – мнимая единица, удовлетворяющая условию 1i 2 −= . Чис-
ла х и у называются соответственно действительной и мнимой частями 

комплексного числа z и обозначаются z  Rex = , z lmy = . 

Комплексное число yixz −=  называется сопряженным комплекс-

ному числу yixz += . 

Комплексное число yixz +=  изображается в плоскости XOY точ-

кой М с координатами (х, у) либо вектором, начало которого находится в 
точке О (0, 0), а конец в точке M (x, y) (рис. 1.4). 

 

 
Рисунок 1.4 

 

Длинна ρ вектора ОМ  называется модулем комплексного числа и 

обозначается | z |, так что 
22 yxz +==ρ . Угол φ, образованный век-

тором ОМ  с осью ОХ, называется аргументом комплексного числа z и 

обозначается Arg=ϕ z; он определяется не однозначно, а с точностью до 

слагаемого кратного 2π, x
yarctgz =arg . 

 



 31

Пусть даны два комплексных числа 111 yixz += , 222 yixz += . 

1 Суммой 21 zz +  комплексных чисел 1z  и 2z  называется комплекс-

ное число )yy(i)xx(zz 212121 +++=+ . 

2 Разностью 21 zz −  комплексных чисел 1z  и 2z  называется ком-

плексное число )yy(i)xx(zz 212121 −+−=− . 

3 Произведением 21 zz  комплексных чисел 1z  и 2z  называется ком-

плексное число )yxyx(i)yyxx(zz 1221212121 ++−= . 

4 Частное двух комплексных чисел вычисляется по формуле 

22

21

2

1

zz

zz

z

z
= .  

Другие формы записи комплексных чисел и действия над ними 
 

)sin(cos ϕϕρ iz += – тригонометрическая; 

ϕρ iez = – показательная. 

)())sin()(cos( 21i
2121212121 eizz ϕϕρρϕϕϕϕρρ +⋅=+++⋅=⋅  

)())sin()(cos( 21i

2

1
2121

2

1

2

1 ei
z

z ϕϕ
ρ
ρϕϕϕϕ

ρ
ρ +=−+−=  

 
 
Функции комплексного переменного 

 

Пусть yixz +=  и viuw += . Тогда зависимость )z(fw =  между 

комплексной функцией w и комплексной переменной z может быть описа-
на с помощью двух действительных функций u и v, действительных пере-
менных x и у. 

 
Условие Коши – Римана 

Если )y,x(vi)y,x(uw += , то в каждой точке дифференцируемо-

сти функции )z(fw =  выполняются соотношения:  
 

y

v

x

u

∂
∂=

∂
∂

,  x

v

y

u

∂
∂−=

∂
∂

. 
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1.8  Операционное исчисление 
 
Литература: [3, гл. II, § 14, 15, 17; 7, гл. 13, § 1-4; 8, р. 16.2; 10, 

гл. XIX, § 1-12].   
 
Операционным методом удобно решать линейные дифференциаль-

ные уравнения с постоянными коэффициентами и системы таких уравне-
ний. Этот метод заключается в преобразовании данного  дифференциаль-
ного уравнения (или системы), содержащего оригинал и его производные, 
в уравнение относительно соответствующего изображения. После чего 
оказывается, что для нахождения изображения оригинала достаточно ре-
шить простое линейное алгебраическое уравнение (или систему таких 
уравнений). Затем остаётся восстановить оригинал (или оригиналы) по 
найденному изображению. 

Для успешного применения методов операционного исчисления сту-
денту нужно уметь свободно применять теоремы, проводить операции над 
оригиналами и изображениями, используя таблицу основных оригиналов и 
изображений.  

Приведем основные понятия и определения относящиеся к операци-
онному исчислению, а так же основную таблицу изображений для элемен-
тарных функций. 

Функцию f ( t ) определенную ),0[t ∞∈  будем называть оригиналом 

если она: 
1) кусочно-монотонна; 
2) существует такие же числа 0S,0M >> , что для любого 

),0[t ∞∈   выполняется соотношение ( ) tSeMtf ≤ ; 

3) ( ) 0tf ≡  для 0t < . 

Функцию ( )pF  где (р – комплексная переменная), определяемую 

соотношением 
 

( ) ( )∫
∞ −=

0

tp dtetfpF  

 

будем называть изображением оригинала ( )tf  и записывать 

 

( ) ( )pFtf ÷   
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Справедливы следующие соотношения: 
 

1. )p(FC)p(FC)t(fC)t(fС 212211 +÷+ . 

2. )0(f...)0('fp)0(fp)p(Fp)t(f )1n(2n1nn)n( −−− −−−−÷ . 

3. ∫ ÷
t

0

pF
p

1
df )()( ττ . 

4. n

n
nn

dp

)p(Fd
)1()t(ft −÷

. 

5. )p(F)t(fe t αα +÷− . 

6. const0t,e)p(F)tt(f 0

pt

0
0 −>÷− −

. 

7. ∫
∞

÷
p

dzzF
t

tf
)(

)(
. 

Приведем изображения некоторых элементарных функций (табл. 1.1) 
 
 

Изображение кусочномонотонной периодической функции 

Рассмотрим функцию      f0 ( t ) = 








>
≤≤

<

.0

,0

Ttпри      0

Tt0при    )t(f

,0tпри      0

 которая имеет 

изображение     f0 ( t ) ÷ F0 ( p ). 
Тогда для периодической функции  f ( t ) , где Т = Т0 – период,   изоб-

ражение находим по формуле : 
 

f ( t )  ÷  PT

0

0e1

)p(F
−−

, 

Пример. Найти изображение оригинала. 
 

f ( t ) = t cos 2 4 t 
 

Решение 
 

Преобразуем данный оригинал 
 

f ( t ) = cos 2 4 t = 
2

1
 t ( 1+cos t ) = 

2

1  t + 
2

1
 t cos t ÷ 
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Используя таблицу изображений элементарных функций и свойство 

линейности изображений, получим ÷
2

1
  

 

2

1

p

!1
2

+  
)8p(

8p
22

22

+
−

= .
64)(p

64p

p

1

2

1
22

2

2









+
−+  

 
 
Таблица 1.1 - Изображения элементарных функций  

F ( t ), при t > 0 F ( p ) 

1 p

1
 

!n

t n

 1np

1
+  

teα
 α−p

1
 

tcosβ  22p

p

β+  

tsinβ  22p β
β
+  

tcose t βα ⋅  22)p(

p

βα
α

+−
−

 

tsine t βα ⋅  22)p( βα
β

+−  

t
n

e
!n

t α
 1n)p(

1
+−α  

tcost β⋅  222

22

)p(

p

β
β

+
−

 

tsint β⋅  222 )p(

p2

β
β

+  
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Пример. Найти решение дифференциального уравнения 
t2e3yy2y =+′−′′ , удовлетворяющее начальным условиям 

 

( ) 10y = ,   ( ) 00y' = . 
 

Решение 
 

Введем обозначение 
 

( ) ( )pyty ÷      ( ) yty ÷  

( ) ( )0yypty −÷′   ⇒   ( ) 1ypty −÷′  

( ) ( ) ( )0y0ypypty 12 −−÷′′   ( ) pypty 2 −÷′′ . 
 

2p

3
e3 t2

−
÷ , где ( )py  – изображение искомого решения. Найдем 

оригинал полученного изображения. Разложим: 
 

( )
( )( ) ( ) 1p

A

1p

A

2p

A

1p2p

7p4p
py 3

2

21

2

2

−
+

−
+

−
=

−−
+−= . 

 

Используем метод подстановки, найдем коэффициенты: 
 

р = 2, ( )
3

12

784
A

21 =
−

+−= ;   А1 = 3; 

р = 1, 
1

4

21

741
A2 −

=
−

+−= ;   А2 = - 4; 

( ) ( ) ( )( )2p1pA2pA1pA7p4p 32
2

1
2 −−+−+−=+− ; 

2A;231AA1A1AAp 331331
2 −=−=−=⇒−=⇒=+ . 

Тогда   ( )
( ) 1p

2

1p

4

2p

3
py

2 −
−

−
−

−
= . 

 
Используя результаты таблицы и свойство линейности изображения, 

получим искомое решение в виде 
 

( ) ttt2 e2et4e3ty −−=  или 

( ) ( ) t2t e3et212ty ++−= . 
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2 КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ  
 

2.1 Неопределённый и определённый интеграл, его приложения 
 

Задания 1.1–1.25. Найти неопределённые интегралы: 
 

1.1 а) ∫ + 1xx

dx
2 ;    б) ∫

−− dxe)x34( x3
; 

 в) ∫ +++
+++

dx
)1xx()1x(

2x4x4x
22

23

;  г) ∫ − )xcos1(xsin

dx
2 . 

 

1.2 а) ∫
+

dx
x

xln1
;    б) dx1x4arctg∫ − ; 

 в) ∫ ++
+++

dx
)1x()1x(

2x3x4x
22

23

;  г) ∫ +
dx

xcos2

xcos
. 

 

1.3 а) ∫ +
+

dx
)xcosxsin2(

1xctg2
2 ;  б) ∫ + dxe)4x3( x3

; 

 в) ∫ +++
−++

dx
)1xx()2x(

1x7x7x2
22

23

; г) ∫ − 1xx

dx
2 . 

 

1.4 а) ∫ +++
−++

dx
)2x2x()1x(

1x2x4x2
22

23

;  б) ∫ − dxx2cos)2x4( ; 

  

в) ∫ + x2sin)5xtg3(

dx
;   г) ∫

+
dx

x

xlnx 22

; 

 

1.5 а) ∫ −+
+

dx
1xcos3xsin2

xtg23
22 ;  б) ∫ − dxx4sin)x164( ; 

  

в) ∫ +++
−++

dx
)2x2x()1x(

6x9x6x
22

23

; г) ∫ ++
dx

1xx

x
24 . 

 

1.6 а) ∫ −
−

dx
x1

1)xarccos(
2

3

;  б) ∫ +−
−

dx
xcos4x2sin1

5xtg4
2 ; 
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 в) ∫ − dxe)2x5( x3
;  г) ∫ +++

+++
dx

)3x2x()2x(

10x16x11x2
22

23

; 

1.7 а) ∫ ⋅ dxxcoslnxtg ;  б) ∫ − dxe)x61( x2
; 

 в) ∫ ++
−++

dx
)2x()1x(

1x5x6x3
22

23

; г) ∫ +
+

dx
xcos2xsin18

xtg8
22 ; 

 

1.8 а) ∫ +
+

dx
)1x(cos

)1x(tg
2 ;  б) ∫ + dx)4x(ln 2

; 

 в) ∫ ++
+++

dx
)3x()3x(

21x21x9x
22

23

; г) ∫ −+
+

dx
3xcos2xsin

2xtg
22  

 

1.9 а) ∫ +
dx

)1x(

x
22

3

;  б) ∫ + dx)1x4(ln 2
; 

 в) ∫ ++
+++

dx
)4x()2x(

8x8x6x
22

23

; г) ∫ +−
−

dx
1x2cos5x2sin2

1xtg3
; 

 

1.10 а) ∫ −
−

dx
)xsinx(

xcos1
2 ;  б) ∫ − dxx2sin)x42( ; 

 в) ∫ ++
+++

dx
)4x()2x(

4x12x5x
22

23

; г) ∫ +
+

dx
)xcos2xsin(

xctg1
2 ; 

 

1.11 а) ∫ +
−

dx
)xsinxcos(

xcosxsin
2 ;  б) ∫ − dx1x6arctg ; 

 в) ∫ ++−
−−−

dx
)5x4x()1x(

12x16x4x2
22

23

; г) ∫ +−
dx

4xcos5xsin

xtg
22 ; 

 

1.12 а) ∫
+

dx
)xsinx(

xsinxcosx
2 ;  б) ∫ −− dx)3x4(e x2

; 

 в) ∫ −
+

dx
xx

1x
2

3

;   г) dx
xx2x

x2x1
3 43

36

∫ ++

+−
; 

 

1.13 а) ∫ +
+

dx
x1

xx
4

3

;   б) ∫ −− dx)x92(e x3
; 

 в) ∫ −
+

dx
1x

1x3
2

2

;   г) ∫ − dxx1x 22
; 
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1.14 а) ∫ −− 1xx

dxx
24

;   б) ∫ − dx1x6arctg ; 

 в) ∫ +−
−

dx
3x4x

17x
2

3

;  г) ∫
−

dx
x

2x
4

2

; 

 

1.15 а) ∫ −3 1x

dxx
;   б) ∫ − dx1x3arctg ; 

 в) ∫ −−
+

dx
2xx

5x2
2

3

;  г) ∫ − dxx16 2
; 

 

1.16 а) ∫ −+
+

dx
6xx

1x2
2 ;   б) ∫ − dxxarctg 15 ; 

в) ∫ −+

−
dx

xx

x

6

12
2

3

;  г) ∫ + )xcos1(xcos

dx
; 

 

1.17 а) ∫ ++
+

dx
)1x3x(

1x
53

2

;  б) ∫ + dxx2cos)6x5( ; 

 в) ∫ ++
+

dx
2x3x

25x3
2

3

;  г) ∫ +
−

dx
xtg32

xtg74
; 

 

1.18 а) ∫ +
−

dx
x1

xxarctg4
2 ;  б) ∫ − dxx5cos)2x3( ; 

 в) ∫ −−−
++

dx
)3x)(2x)(1x(

3x2x 23

; г) ∫ +
dx

xsin35

xsin
   

 

1.19  а) ∫ +
dx

4x

x
2

3

;   б) ∫ − dxx2cos)32x( ; 

 в) ∫ −−+
++

dx
)1x)(2x)(2x(

1x2x3 23

; г) ∫ ++ 2)xcosxsin1(

dx
; 

 

1.20 а) ∫ +
+

dx
xsin2x

xcosx
2 ;  б) ∫ + dxx3cos)7x4( ; 

 в) ∫ −+−
dx

)2x)(1x)(1x(

x 3

; г) ∫ +
dx

xsin2

xsin
; 
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1.21 а) ∫ −
+

dx
)xcos3xsin2(

xsin3xcos2
3 ; б) ∫ − dxx4cos)5x2( ; 

 в) ∫ −−−
−−

dx
)2x)(3x)(4x(

12x3x 23

; г) ∫ + )xsin1(xsin

dx
; 

 

1.22 а) ∫ +
−

dx
x41

x2arctgx8
2 ;  б) ∫ − dxx5cos)x58( ; 

в) ∫ −−
−−

dx
)3x)(4x(

12x3x 23

;  г) ∫ ++
dx

)xcosxsin1(

xcos
2

2

; 

 

1.23 а) ∫ +

+
dx

)xx(

x2
x2

1

2 ;  б) ∫ + dxx3sin)5x2( ; 

 в) ∫ −−
++

dx
)2x)(1x(x

2xx4 23

;  г) ∫ −+
dx

)xsinxcos1(

xsin
2 ; 

 

1.24 а) ∫ +
dx

1x

x
4 ;   б) ∫ − dxx2sin)x

5

3
2( ; 

 в) ∫ −
+−

dx
)x2x(

3x8x2
2

35

;  г) ∫ +
−

dx
)xcos1(xcos

xsin1
; 

 

1.25 а) ∫ +
+

dx
x2x

1x
2 ;   б) ∫

+
dxx5sin

5

3x4
; 

 в) ∫ +
−−

dx
x2x

7x12x3
2

35

;  г) ∫ +
dx

)xsin1(

xsin
2 . 

 

Задание 2.1–2.5. Вычислить площадь фигур, ограниченных линия-
ми, заданными уравнениями: 

 

2.1 3)2x(y −= ,  8x4y −= ; 
 

2.2 2x9xy −= ,  0y = ,  )3x0( ≤≤ ; 
 

2.3 2x4y −= ,  x2xy 2 −= ; 
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2.4 xcosxsiny 2= ,  0y = , )
2

x0(
π≤≤ ; 

 

2.5 2x4y −= ,  0y = ,  0x = ,  1x = . 

 
Задание 2.6–2.10. Вычислить площади фигур ограниченных линия-

ми, заданными уравнениями в полярных координатах: 
 

2.6 γcos2r = ,  γsin32r = , )
2

0(
πγ ≤≤ ; 

 

2.7 γcosr = ,  )
2

(cos2r
πγ −= ,  )

2
0(

πγ ≤≤ ; 

 

2.8 γcosr = ,  γsinr = ,  )
2

0(
πγ ≤≤ ; 

 

2.9 γcosr = ,  γcos2r = ; 
 

2.10 γsin6r = ,  γsin4r = . 
 
Задание 2.11–2.15. Вычислить длины дуг кривых, заданных парамет-

рическими уравнениями: 
 

2.11 )tcos1(5y

)tsint(5x

−=
−=

  )t0( π≤≤ ; 

 

2.12 )t2sintsin2(3y

)t2costcos2(3x

−=
−=

  )2t0( π≤≤ ; 

 

2.13 )tcosttsin(4y

)tsinttcos(4x

−=
+=

  )2t0( ≤≤ ; 

 

2.14 
tsint2tcos)t2(y

tcost2tsin)2t(x
2

2

+−=
+−=

  )t0( π≤≤ ; 

 

2.15 
tsin10y

tcos10x
3

3

=
=

  )
2

t0(
π≤≤ . 
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Задание 2.16–2.20. Вычислить объемы тел, образованных вращением 
фигур, ограниченных графиками функций, ось вращения OX: 

 

2.16 6x5xy 2 −+−= ,  0y = ; 
 

2.17 xsin3y = ,  xsiny = ,  )x0( π≤≤ ; 
 

2.18 2xy = ,  0xy 2 =− ; 
 

2.19 xcos5y = ,  xcosy = ,  0x = ,  )0x( ≥ ; 
 

2.20 3xy = ,  xy = ; 

 
Задание 2.21–2.25. Вычислить силу, с которой вода давит на плоти-

ну, сечение которой имеет форму равнобедренной трапеции (рис. 2.1). 

Удельный вес воды 1 3м
т  

 

2.21 a = 4,4м,   b = 6,6м,   h = 3м; 
 

2.22 a = 5,1м,   b = 7,8м,   h = 3м; 
 

2.23 a = 5,7м,   b = 9,0м,   h = 4м; 
 

2.24 a = 6,3м,   b = 10,2м, h = 4м; 
 

2.25 a = 6,9м,   b = 11,4м,   h = 5м;  
 

 
 

Рисунок 2.1 
 
 
 
 
 
 

h 

a 

b 
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2.2 Обыкновенные дифференциальные уравнения 
 
Задание 3.1–3.25. Для всех заданий установить аргументировано тип 

дифференциального уравнения и метод его решения. Решить задачу Коши. 
 

3.1 
x

y
ey x

y

+=′ ,  0)1(y = ; 

 

3.2 dx)yxy(dyx 22 ++= ,  0)1(y = ; 
 

3.3 
x

y
ln

x

y
y =′ ,  1)e(y = ; 

 

3.4 0dyxdx)yx2y( 22 =+− ,  2)1(y = ; 
 

3.5 )yx2(yyx2 223 −=′ ,  1)1(y = ; 
 

3.6 y)xlnyln(yx =−′ ,  1(e)y = ; 
 

3.7 8
x

y
8

x

y
y2

2

2

++=′ ,  1)1(y = ; 

 

3.8 x
x

y
arctgyyx =−′ )( ,  0)1(y = ; 

 

3.9 2x
x

y
y =−′ ,  0)1(y = ; 

 

3.10 xsinx2xctgyy =−′ ,  0)
2

(y =π
; 

 

3.11 x2sin
2

1
xcosyy =+′ ,  0)0(y = ; 

 

3.12 xcosxtgyy 2=+′ ,  
2

1
)

4
(y =π

; 

 

3.13 x2x
2x

y
y 2 +=

+
−′ ,  

2

3
)1(y =− ; 
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3.14 )1x(ey
1x

1
y x +=

+
−′ ,  1)0(y = ; 

 

3.15 xsinx
x

y
y =−′ ,  1)

2
(y == π

; 

 

3.16 3x2yx2y −=′+′ ,  1e)1(y −= ; 
 

3.17 3xyxy −=+′ ,  3)0(y = ; 

3.18 
2

x
y

)x1(2

x
y

2
=

−
+′ ,  

3

2
)0(y = ; 

 

3.19 xsinxexyx2y
2−=+′ ,  1)0(y = ; 

 

3.20 
x

xln

x

y
y −=−′ , 1)1(y = ; 

 

3.21 2yxe)x1(yxy −+=+′ ,  1)0(y = ; 
 

3.22 xlny2yyx 2=+′ ,  
2

1
)1(y = ; 

 

3.23 2xy)yyx(2 =+′ ,  2)1(y = ; 
 

3.24 xln)2x(lnyyyx 2 +−=−′ ,  1)1(y = ; 
 

3.25  
2

x2 eyx2yx2y3 −=+′ − ,  1)0(y = . 

 
Задание 4.1–4.25. Найти общее решение дифференциального урав-

нения: 
 

4.1. 3xxy9y6y 2 +−=+′−′′ ; 
 

4.2 15x6x24y12y7y 2 −+=+′+′′ ; 
 

4.3 x4cos65y21y8y =+′−′′ ; 
 

4.4 x4exy3y =′−′′ ; 
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4.5 )xcosx(sin4yy2y +=+′−′′ ; 
 

4.6 
x2 e)xx(yyy +=+′+′′ ; 

 

4.7 xe)1x(y5y4y −=+′−′′ ; 
 

4.8 x24xyy4 3 −=−′′ ; 
 

4.9 x14yy7 =′−′′ ; 
 

4.10 xe16yy2y =+′+′′ ; 
 

4.11 x2e)7x3(y2yy +=−′−′′ ; 
 

4.12 xcos3xsiny10y3y +=−′−′′ ; 
 

4.13 )x2(3y3y 2−=′+′′ ; 
 

4.14 xexy9y =+′′ ; 
 

4.15 2x23y9y6y −=+′+′′ ; 
 

4.16 x4sin2y16y =−′′ ; 
 

4.17 x2exy4y4y =+′+′′ ; 
 

4.18 2)1x(3y5y +=′−′′ ; 
 

4.19 x2sin17y5y2y −=+′+′′ ; 
 

4.20 x2sin8y2yy =−′+′′ ; 
 

4.21 xcosy5y2y −=+′−′′ ; 
 

4.22 xexy6y5y =−′+′′ ; 
 

4.23 xe11)x(6y2yy −−=−′−′′ ; 
 

4.24 x2xy4y 2 +=+′′ ; 
 

4.25 x10cos10y100y =+′′ . 
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Задание  5.1–5.25.  Приложение дифференциальных уравнений к ре-
шению задач естествознания и геометрии. 

 
5.1  Поезд, вес которого P  вместе с тепловозом, движется по прямо-

линейному пути (горизонтально). Сила тяги тепловоза постоянна и равна 
F . Сила W  сопротивления при движении задаётся как линейная функция 
( kVPfW += ) от скорости поезда. Найти зависимость скорости поезда от 
пройденного пути, если в начальный момент времени скорость и путь рав-
ны нулю. (Здесь f  – коэффициент трения, k  – коэффициент пропорцио-

нальности). 
 
5.2  Лодка массой m разгоняется в спокойной воде до скорости 

0
V , 

после чего выключает двигатель. Сопротивление воды пропорционально 
скорости с коэффициентом пропорциональности k . Найти зависимость 
скорости лодки от пройденного пути, а так же пройденный лодкой путь до 
остановки. 

 
5.3  Точка массой mдвижется прямолинейно, на нее действует сила, 

равная утроенному кубу времени. В момент времени 0t = , 
0

V)0(V = . Кро-

ме того, точка испытывает при движении сопротивление среды, пропорци-
ональное произведению скорости и времени (коэффициент пропорцио-
нальности k ). Найти зависимость скорости от времени. 

 
5.4  В цепи с сопротивлением R и самоиндукцией L  действует пе-

риодическая электродвижущая сила t
T

2
sin

0
E)t(E

π
=  (где T  – период, t  – 

время, 
0

E  – максимальное значение величины )t(E ). Определить силу 

тока в цепи в любой момент времени, если в начальный момент сила тока 
равна нулю.  

 
5.5 Стальной шарик массой m падает с высоты h  без начальной ско-

рости на горизонтальную плиту. Сопротивление воздуха пропорционально 
квадрату скорости с коэффициентом пропорциональности k . Найти ско-
рость шарика в момент удара о плиту. 

 
5.6  Тело движется прямолинейно с ускорением, пропорциональным 

произведению квадрата скорости V  на время t . Найти зависимость между 

скоростью и временем, если при 0t = , 
ч

км
60V = . 
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5.7  Материальная точка массой кг2,0  с начальной скоростью, рав-

ной 
с

м
05,0 ,  погружается в воду. Найти путь, пройденный точкой за c2 , 

если сила сопротивления жидкости пропорциональна скорости (коэффици-
ент пропорциональности 2k = ). 

 
5.8  Футбольный мяч массой 0,1 кг брошен вверх со скоростью 
с/м20 . Сопротивление воздуха пропорционально квадрату скорости и 

равно г48,0  при скорости с/м1 . Вычислить время подъема мяча. 

 
5.9  Скорость обесценивания оборудования вследствие его износа 

пропорциональна в данный момент его фактической стоимости. Начальная 
стоимость равна грн.млн4 . Известно, что стоимость оборудования через 

3 года стала грн.млн3 , найти стоимость оборудования по истечению 

10 лет. 
 
5.10  Моторная лодка двигается в спокойной воде со скоростью 

ч

км
12V

0
= . На полном ходу ее мотор был выключен и через с10 скорость 

лодки уменьшилась до 
ч

км
6V

1
= . Сила сопротивления воды пропорцио-

нальна скорости движения лодки. Найти скорость лодки через мин1  после 

выключения мотора. 
 

5.11 В электронагревательную печь с температурой o1200T
ср

= по-

местили заготовку с температурой o200T
0

= . Через час1  температура за-

готовки повысилась до 
o

400T
1
= . Какой будет температура заготовки че-

рез часа4 , если известно что скорость изменения температуры заготовки 

пропорциональна разности температуры среды и температуры заготовки. 
 

5.12  Заготовку при температуре o1000T
0

= извлекли из печи и оста-

вили при температуре окружающей среды o30T
ср

= . Через час1 темпера-

тура заготовки понизилась до o800T
1

= . Какой будет температура заго-
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товки через часов10 , если известно, что скорость изменения температуры 

заготовки пропорциональна разности температур среды и заготовки. 
 

5.13  Пуля, движется со скоростью 
с

м
400

0
V = , ударяется о доста-

точно толстую стену и начинает углубляться в нее, испытывая силу сопро-
тивления стены; эта сила сообщает пуле отрицательное ускорение, про-
порциональное квадрату ее скорости с коэффициентом пропорционально-

сти 1
м7k −= . Найти скорость пули через с001,0 после вхождения в стену. 

 
5.14  В сосуде л100  водного раствора соли. В сосуд втекает чистая 

вода со скоростью 
мин

л
5q= , а смесь вытекает с той же скоростью, причем 

перемешивание обеспечивает равномерную концентрацию раствора, В 
начальный момент в растворе содержится кг10m

0
= соли. Сколько соли 

будет содержаться в сосуде через мин20  после начала процесса. 

 
Задание  5.15–5.20.  Найти линию, проходящую через точку 

0
M , ес-

ли отрезок любой ее касательной, заключенный между осями координат, 
делится в точке касания в отношении  ba :  (считая от оси OY ). 

 
5.15 )2,1(M

0
, 1:1b:a = . 

5.16 )3,1(M
0

, 1:2b:a = . 

5.17 )1,3(M
0

− , 2:3b:a = . 

5.18 )1,2(M
0

, 2:1b:a = . 

5.19 )3,2(M
0

− ,  1:3b:a = . 

5.20 )2,4(M
0

, 2:3b:a = . 

 
Задание 5.21–5.25. Найти линию, проходящую через точку 

0
M  и об-

ладающую тем свойством, что в любой ее точке M  касательный вектор 
NM  с концом на оси OYимеет проекцию на ось OYравную a . 

 
5.21 )2,1(M

0
, 1a −= ; 

5.22 )5,1(M
0

, 2a −= ; 
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5.23 )6,1(M
0

, 3a = ; 

5.24 )2,1(M
0

, 1a −= ; 

5.25 )3,1(M
0

, 4a −= ;    

 
2.3 Кратные интегралы и теория поля  
Задание 6.1–6.15. Найти координаты центра тяжести однородной 

пластинки, ограниченной кривыми: 

6.1 2y2x= ;  yx= ;      6.2  4x4y 2 += ;  4x2y 2 +−= ; 

6.3 1yx 22 =+ , 0x≥ , 0y≥ ; 6.4  xy2 = , 1x = ,  0y ≥ ; 

6.5 2y2x = ; 1x2 = ; 0y ≥ ; 6.6  2y3x = ; ;1x3 =  0y ≥ ; 

6.7 ;x3y 2 = ;3x = 0y ≥ ; 6.8  25)yx(4 22 =+ , 0y ≥ ; 

6.9 x2y3
2 = , 2x3 = , 0y ≥ ; 6.10 1y3x3

2 =+ ;  0y =   

6.11 5y2x2
2 =+ ; 0y = . 6.12  2x5y −= , 0y = . 

6.13 2x3y −= , 0y = . 6.14 
2

xy = , 
2

yx = . 

6.15 2x1y −= , 0y = . 

 
Задание  6.16–6.25. Вводя полярные координаты, вычислить пло-

щадь, ограниченную кривыми: 

6.16 x8yx
22 =+ , xy = , 0y = . 

6.17  )cos1(2r ϕ+= , 2r =    (вне кардиоиды). 

6.18 xyx 222 =+ , x4yx
22 =+ , x

3

1
y = , 0=y . 

6.19 )cos1(
2

3
r ϕ+≤ , ϕcos

2

3
r ≥ . 

6.20 )cos1(2r ϕ+≤ ,
2

3
cosr ≥ϕ . 

6.21 x18yx
22 =+ , 0x = , xy = . 

6.22 )cos1(2r ϕ+= , ϕcos2r = . 

6.23 x14yx 22 =+ , yx = , 0y = . 

6.24 )`cos1(8r ϕ+= , 6cosr =ϕ . 

6.25 x2yx
22 =+ , xy = , x4yx

22 =+ , 0y = . 
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Задание 7.1–7.25. С помощью тройного интеграла вычислить объем 
тела, ограниченного поверхностями: 

7.1 22 xyz += , 9z = . 

7.2 2x1y += , x3z = , 5y = , 0z = . 

7.3 xy =2 ,
2

xy = , 
22 yxz += . 

7.4 22 yxz += , 0z = , 1x = , x2y = , 0y = . 

7.5 xy = , x2y = , 0z = , 6zx =+ . 

7.6 
2

y9z −= , 12y4x3 =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.7 22
yxz += , 0x ≥ , 0y ≥ , 0z≥ , 1yx

22 =+ . 

7.8 22 y2x3z += , 2x = , 5x = , 2y = , 3y = , 0z = . 

7.9 22 y3x2z += , 0z = , 1x = , 2x = , 1y −= , 2y = . 

7.10 2x41z4 −= , 1y2x2 =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.11 
2

x9z −= , 3yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.12 
2

x4z −= , 2yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.13 22 yxz2 += , 2yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.14 22 yx10z −−= , 6z = . 

7.15 22
yxz3 += , 3yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.16 22
y3xz += , 1yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.17 22
yx3z += , 

2

1
yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.18 
22

yxz += , 2yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.19 
22 y2xz += , 1yx =+ , 0x = , 0y = , 0z = . 

7.20 22 yx1z −−= , 0z = . 

7.21 22
yx2z += , 0z = , 2x = , 4x = , 2y = , 3y = . 

7.22 22
y2xz2 += , 0z = , 1x = , 3x = , 1y = , 2y = . 

7.23 
2

y
xz

2
2 += , 2x = , 3x = , 1y = , 2y = , 0z = . 
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7.24 
3

y

4

x
z

22

+= , 1x = , 2x = , 2y = , 3y = , 0z = . 

7.25  2y42xz4 += , 0z = , 1x = , 4x = , 1y = , 2y = . 

 

Задание 8.1–8.25. Найти работу силы 
_
F при перемещении вдоль ли-

нии L  от точки M  к точке N :  

8.1  jxyiyxF )22()22( +++= , y
8

x
2:L

2

=− ,  ),( 04M − , )2,0(N . 

8.2  jyixF 33 −=  , 4yx:L
22 =+ , )0,0( ≥≥ yx , )0,2(M , )2,0(N . 

8.3  jyixF +−= , 1
9

y
x:L

2
2 =+= , )0,0( ≥≥ yx , )0,1(M , )3,0(N . 

8.4  jyxiyxF )()( 222 +−+= , 1yx:L
22 =+ ,  )0,1(M , )1,0(N . 

8.5  jxiyF +−= ,  3xy:L = , )0,0(M , )8,2(N . 

8.6  j
x

ixyxF
2

)(
2

+−= , L: x2y = ,  )0,0(M , )2,1(N . 

8.7  iyxF −= , xsiny:L = ,  )0,(πM , )0,0(N . 

8.8 jyxiyxF 22 +−= , 4yx:L 22 =+ , )0,0( ≥≥ yx , )0,2(M , 

)2,0(N . 

8.9 jyiyxF 2)( +−= , 1
4

y

9

x
:L

22

=+ , 0y ≥ , )0,3(M , )0,3(−N . 

8.10 jxiyyxF +−= )2( , x2y:L = , )0,0(M , )2,1(N  

8.11 jxyiyxF )22()22( −+−= , отрезокMNL −: , )0,4(M , )2,0(N  

8.12 jxyiyxF )22()22( +++= ,  4
8

x
y2:L

2
=− ,  3)4,(M − , )2,0(N  

8.13 jyixF 33 −= , 4yx:L
22

=+ , )0,0( ≥≥ yx ,  )0,2(M , )2,0(N  

8.14 jyiyxF −= 2
, отрезокMNL −: ,  )0,1(−M , )1,0(N  

8.15 jyxiyxF )()( −++= , 1
9

y
x:L

22 =+ , )0,0( ≥≥ yx , )0,1(M )3,0(N  
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8.16 jyxiyxF )()( −++= , 1
9

y
x:L 2 =+  )0,0( ≥≥ yx , )0,1(M )3,0(N  

8.17 j)x2y(i)y2x(F 22 +++= , отрезокMNL −: , )0,4(M − 9)(0,N  

8.18 jx2i)yx(F ++= ,  )0y(,42y2x:L ≥=+ , )0,2(M )0,2(N −  

8.19 jyxiyxF )()( −++= , 
2

: xyL = ,  )1,1(−M )1,1(N  

8.20 jyixF +−= , 1
9

y
x:L

2
2

=+ )0,0( ≥≥ yx ,  )0,1(M )3,0(N  

8.21 i)yyx2(F −= , )0y(,92y2x:L ≥=+ ,  )0,3(M )0,3(−N  

8.22 jxiyF −= , )0y(,12y2x:L ≥=+ ,  )0,1(M )0,1(N −  

8.23 jy2iyxF += , )0y,0x(,12y2x:L ≥≥=+ ,  )0,1(M )1,0(N  

8.24 jxiyF +−= ,    3: xyL = ,  )0,0(M )8,2(N  

8.25 jiyxF +−= )( , )0y(,42y2x:L ≥=+ ,  )0,2(M )0,2(−N  

 

Задание  9.1–9.15. Найти поток векторного поля aчерез замкнутую 
поверхность S (нормаль внешняя). 

9.1 kz3j)y2x(i)x3z(cosa +−++= ; 

)yx(36z:S 222 += , 6z = . 

9.2 k)z2e(jy2i)x7y(lna
y −+−+= ; 

2z2y2x2zyx:S
222 −++=++ . 

9.3 k)z3y2(j)ze(i)ycosx6(a
x −+++−= ; 

222: zyxS =+ 1z = , 2z = . 

9.4 k)z4x(j)y2x11(i)y6x5(a 22 −+++−= ; 

2z2yx:S =++ , 0x = , 0y = , 0z = . 

9.5 k)z21(j)y2z(i)z2x3(a ++−+−= ; 

)yx(4z:S 222 += , 2z = . 
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9.6 k)ze(j)yzx(i)yx(a
x2 +++++= ; 

3y2zyx:S
222 +=++ . 

9.7 k)zyx(j)y2e(i)x6y(a z2 −++−++= ; 

222
zyx:S =+ , 1z = , 3z = . 

9.8 k)z2x(j)yx(sini)x2zy(a −+++−= ; 

6z3y2x:S =++ , 0x = , 0y = , 0z = . 

9.9 kyxj)y3x(i)zy(a
22 ++++= ; 

x2zyx:S
222 =++ . 

9.10 k)zy(j)yx(i)xz(a 2−+−+−= ; 

6zy2x3:S =+− , 0x = , 0y = , 0z = . 

9.11 kejei)x2e(a
yxz +++= ; 

1zyx:S =++ , 0x = , 0y = , 0z = . 

9.12 kz2j)y2e(i)xz3(a
x2 +−++= ; 

222: zyxS =+ , 1z = , 4z = . 

9.13 kz3j)y2x(i)x3z(cosa +−++= ; 

)yx(36z:S 222 += , 6z = . 

9.14 k)z2e(jy2i)x7y(lna
y −+−+= ; 

2z2y2x2zyx:S
222 −++=++ . 

9.15 k)xz(j)y3zx(ixa
2++−+= ; 

2zyx2:S =++ , 0x = , 0y = , 0z = . 

 
Задание 9.16 –9.25. Найти поток векторного поля a  через часть 

плоскости Р, расположенной в первом октанте (нормаль образует с осью 
OZ острый угол). 

 

9.16       kzjyixa ++= ,          .1zyx:P =++  

9.17       kzjyix2a ++= ,       .2zyx:P =++  
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9.18       kzjy3ixa ++= ,        .1
2

z
y

3

x
:P =++  

9.19       kz6jyixa += ,        .1z
2

y

3

x
:P =++  

9.20       kz2jyixa ++= ,          .1z
2

y
x2:P =++  

9.21       ,kz2jy3ixa ++=         .1zyx:P =++  

9.22       ,kz3iya +=                 .1zy
2

x
:P =++  

9.23       ,kzjyix2a ++=         .1
3

z

2

y
x:P =++  

9.24       ,kzjy3ix2a ++=        .1
2

z
y

3

x
:P =++  

9.25      kz3jy2ixa +−= ,        .: 6z3y6x2P =++  

 
 
 
2.4 Числовые ряды 
 
Задание 10.1–10.25. Исходя из определения суммы ряда, вычислить 

сумму данного ряда. 

10.1 ∑
∞

= −+1n 5n12n9

6
2

. 

10.2 ∑
∞

= −−2n 5n12n9

24
2

. 

10.3 ∑
∞

= −+1n 8n6n9

6
2

. 

10.4 ∑
∞

= −+1n 8n21n9

9
2

. 

10.5 ∑
∞

= ++0n 3n82n4

2
. 

10.6 ∑
∞

= −−1n 45n282n49

14 . 

10.7 ∑
∞

= −+1n 2n3n9

3
2

. 
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10.8 ∑
∞

= −−1n 12n7n49

7
2

. 

10.9 ∑
∞

= −+2n 2nn

1
2

. 

10.10 ∑
∞

= −−1n 48n14n49

14
2

. 

10.11 ∑
∞

= −−1n 5n24n36

6
2

 

10.12 ∑
∞

= −−1n 13n84n49

14
2

. 

10.13 ∑
∞

= −+1n 3n4n4

4
2

 

10.14 ∑
∞

= −+1n 6n35n49

7
2

. 

10.15 ∑
∞

= −+1n 20n3n9

9
2

.  

10.16 ∑
∞

= −−1n 40n42n49

14
2

. 

10.17 ∑
∞

= −−1n 15n8n16

8
2

 

10.18 ∑
∞

= −−1n 10n21n49

7
2

. 

10.19 ∑
∞

= −+1n 6n5n25

5
2

.  

10.20 ∑
∞

= −1n 9n4

6
2

. 

10.21 ∑
∞

= −−1n 6n35n49

7
2

. 
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10.22 ∑
∞

= −+1n 2nn

1
2

. 

10.23 ∑
∞

= −+1n 35n12n36

12
2

. 

10.24 ∑
∞

= −+1n 10n21n49

7
2

. 

10.25 ∑
∞

= −−1n 2n3n9

3
2

. 

 
Задание  11.1–11.25.  Исследовать на сходимость ряд. 

 

11.1  ∑
∞

1n
.

nn

nnsin

=
   11.2  ∑

∞

1 1
2

2

= ++n
.

nn

nsin
 

11.3  ∑
∞

=







 −
1n

.
n

cos1
π

   11.4  ∑
∞

1n
.

3 7n

nln

=
 

11.5 .
2n

1e 12n

n

∑
∞

= 

















−−    11.6 ∑
∞

=1n
.

n

1
tg

n

1
 

11.7
( )∑

∞

= +0n
.

4!2n

3
n

n

            11.8 .
1n 1n

n
ln 3

3

∑
∞

= +
 

11.9
( )

∑
∞

=

+

1n
.

n10

!2n3
2n

            11.10
( )

∑
∞

= +1n
.

53n

n
arcsin  

11.11
( )

∑
∞

= ⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

+
1n

.
!n2

2n3741
1n

  11.12
( )
( ) .

0n !n2

!1n5n

∑
∞

=

+
 

11.13 .
4

1

1n n

1
1

n

2
n

⋅∑
∞

=







 +   11.14
( )
( ) .

1n !n3

!1n2!n
∑
∞

=

+
 

11.15 .
1n n4

arctgn
nn

∑
∞

=

π
       11.16 .

1n

n

1n n3

1
2

n−









+
∑
∞

=
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11.17 .2
1n n

1n n

2n

⋅∑
∞

=







 −
      11.18∑

∞

=

−⋅⋅ −

1
.2

12

n
en nn

 

11.19
( )∑

∞

= +1n
.

1n2lnn

1
2

  11.20

( )
∑
∞

= +

+

1̀n
.

1n2

n

2

n
2

2n

 

11.21 ∑
∞

= +1n
.

nn

ncos
2

α
         11.22 .

1̀n 1n2

2n
7

n3
n

∑
∞

=









+
−⋅  

11.23 .
2n nln3n

n
22

∑
∞

= 






 −
             11.24 ( )∑

∞

=








+−

1n
.

n

1
1ln1

2
n  

11.25 ( )∑
∞

= +

+−
1n

.
2n

1n
1

3

n   

 
2.5 Степенные ряды 

 
Задание 12.1–12.25.  Найти область сходимости степенного и функ-

ционального ряда. 

12.1 а)     ∑
∞

= ⋅1n
n

n

2n

x
                       б) ∑

∞

=






 ++

⋅
+1n

.

2x4x3

1

1n

n
n

2

 

12.2 а) ∑
∞

= +1n 3n8

nx
                      б) ( ).

1n
nxsinx

n

9 n2
n

∑
∞

=
+ π  

12.3 а) 
( )

∑
∞

= +
−

1n 3n2

nx33n
                   б) 

( )
∑
∞

= 




 ++

⋅
+

+

1n
.

n
2x122x27

1
21n

3n  

12.4 а) ( )∑
∞

= +1n
n

n

1n5

x
                     б) ( ).

1n
nxcosx

4 n3

5 n2
n

∑
∞

=
+ π  

12.5 а) 
( )

∑
∞

= ⋅+1n n921n

nx
               б) 

( )
( ) .

1n 1n4

12x6x
2n

n2

∑
∞

= +

+−
 

12.6 а) 
( )∑

∞

= ⋅+1n
n

n

54n

x
                  б) ∑

∞

= 1n n

x3
tgnxn3 .  
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12.7 а) ∑
∞

= ⋅1n
n

n

8n

x
                        б) ∑

∞

=





 +







 +1n

n12x25
12nn2

2n
. 

12.8 а) ∑
∞

= ⋅1n
n74n

nx
                 б) .

1n
xsinn8 n32n∑

∞

=
 

12.9 а) ∑
∞

=
+⋅1n

1n62n

nx
                   б) ∑

∞

=






 +−+

1n

n6x42x
n3

1n
.  

12.10 а) ∑
∞

=
+⋅1n

2n73n

nx
             б) 

( )
∑
∞

= −1n 1xxn7

x
arctgxn5 . 

12.11 а) ∑
∞

=1n
n

n

10

x
                         б) ( )∑

∞

= ++
⋅

+1n
.

6x8x3

1

1n

2n
n2

n

 

 

12.12 а) ( )∑
∞

= −1n
n

n

4n3

x
                   б) .lnln x

n

e
1n 2

1
xn∑

∞

=







 −  

12.13 а) 
( )
( )

∑
∞

= +

−

1n 21n

n3x
                   б) .∑

∞

= 




 +






 +−

1n 52nn5

n
11x52x

 

12.14 а) 
( )

∑
∞

=

−

1n
n

n

5

5x
                   б) .

lnlnln

∑
∞

=
−








 +






 +

1n
e

1

ex

n
x

n

1
1

 

12.15 а) 
( )

∑
∞

=

−

1n

n

n

1x
                 б) .∑

∞

=





 ++

⋅
+1n n

9x102x3

1

23n

3n
 

12.16 а) 
( )

∑
∞

=

+

1n
4n

n3x
            б) .

n

2x32x

2x32x

1n 2n

12n















++

+−⋅∑
∞

=







 +

 

12.17 а) 
( )

∑
∞

= ⋅

−

1n
n6n

n4x
                 б) ( ).sin∑

∞

=
−

1n
nx2n4x

n

n4 π  

12.18 а) 
( )

∑
∞

=
+

+

1n
2n7

n2x
              б) .

n

1n
1n

x

enn∑
∞

= 















−  
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12.19 а) ( )∑
∞

=
+

1n

n6x                   б) ( )∑
∞

=
−









1n
nx2n2x

n

1n

3

5
.cos π  

12.20 а)     ∑
∞

= +1n
2

n

4n

x
               б) 

( )
∑
∞

= 















+−+

++





 −

1n

n

12xn2x2n

3xxnx2x2n
.  

12.21 а) 
( )

∑
∞

= +
−

1n 3n

n2x
               б) .arcsin∑

∞

=
⋅

1n

n3x
n3

xn2  

12.22 а) 
( )

∑
∞

= +
+

1n 3n2

n3x
                    б) ( ).∑

∞

= 1n
x2ntg

3n

1
 

12.23 а) 
( )

∑
∞

=

+

1n
n

n

5

3x
                   б) 

( )
( ) .

!!

!!
n

2x1

x2

1n n2

1n2














+
⋅∑

∞

=

−
 

12.24 а) 
( )
( )

∑
∞

= +

−

1n 21n

n3x
                 б) .∑

∞

= +1n 12n

xnarctg  

12.25 а) 
( )

∑
∞

= +
+

1n

n

4n

2x
                 б) .

1n2x

nx

1n +
∑
∞

=
 

 

Задание  13.1–13.10. Вычислить интеграл с точностью до 0,001. 
 

13.1 ∫
−1.0

0

2
x6 .dxe   13.2 ∫

1

0

2 .dxxcos  

13.3  ∫

−−1.0

0

x2

.dx
x

e1
  13.4  ∫

1.0

0

2
.dxx100sin  

13.5  ∫
+

5.0

0 4 4
.

x1

dx
             13.6  .dx

x
5

x
1ln

1

0
∫








 +
 

13.7  ∫
1

0
2

2

.dx
x

xsin
             13.8  ∫

−−2

1

0

x2

.dx
x

1e
 

13.9  .dx
x

xcos11

0

2

∫
−

  13.10  ∫
2

1

0

22 .dxxcos  
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Задание  13.11–13.20. Найти три первых, отличных от нуля, члена 
разложения в степенной ряд решения дифференциального уравнения, удо-
влетворяющие начальному условию. 

 
13.11 ( ) ( ) .00y,10y;yxy =′=⋅=′′  

13.12 ( ) ( ) .10y,00y;yyxy =′=−′−=′′  

13.13  ( ) ( ) .10y,10y;yyxy =′=′=′′  

13.14  ( ) ( ) .00y;yx1yx1 =−+=′−  

13.15  ( ) .10y;yxy 22 =+=′  

13.16  ( ) .00y;yxey y =+=′  

13.17  ( ) .10y;1yxy
22 =−=′  

13.18  ( ) ( ) .10y,10y;xyyy 2 =′=−′⋅=′′  

13.19  ( ) .
2

1
0y;xyy

32 =+=′  

13.20  ( ) .10y;yxyy 2 =+=′  

 
Задание  13.21–13.25. Пользуясь разложением данной функции в ряд 

Маклорена, найти значения производных указанного порядка при х = 0 для 
функций: 

 

13.21 ( ) ( ) ?0f;
x1

x2
xf

6

2
=

+
= 











 

13.22 ( ) ( ) ( ) ?0f;xxx1nlxxf
8323 =−+−= 











 

13.23  ( ) ( ) ( ) ?0f?;0f;xarctgxxf
13126 ==⋅= 



























 

13.24  ( ) ( ) ?0f;xchxcosxf
7 == 














 

13.25 ( ) ( ) ?0f;

x1

x
xf

5

3 3

3

=
+

= 
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2.6 Ряды Фурье  
 
Задание 14.1–14.10.  Разложить функцию f (x) в ряд Фурье в интер-

вале ( )ππ ,−  и построить график суммы ряда.  

14.1  ( ) ( ).,x   ,
2

x
xf πππ −∈−=   

14.2  ( )









<<

<<−−
=

.x0   ,
4

;0x   ,
4xf

ππ

ππ

 

14.3  ( ) ( ).,x,1xxf ππ−∈−=  

14.4  ( )







≤≤

<<−
=

.x0   ,0

;0x   ,
3

x
xf

π

π
    

14.5  ( ) ( ).,x,1xxf ππ−∈+=   

14.6  ( )




<≤
<<−

=
.x0   ,x

;0x   ,0
xf

π
π

  

14.7  ( ) ( ).,x,1xxf ππ−∈+=  

14.8  ( )




<≤
<<−

=
.x0   ,2

;0x   ,1
xf

π
π

 

14.9  ( ) ( ).,x,xxf ππ−∈=   

14.10  ( )




<≤
<<−+

=
.x0   ,1

;0x   ,1x
xf

π
π

 

 
Задание  14.11-14.18. Разложить функцию f (x) в интервале (0, ℓ) в 

ряд Фурье по синусам и построить график суммы ряда.  

14.11  ( ) ( ).2,0x,
2

xxf ∈=   14.12  ( ) ( ).,0x,
2

x
cosxf π∈=  

14.13  ( ) ( ).,0x,xchxf π∈=   14.14  ( ) ( ).2,0x,x2xf ∈−=  

14.15  ( ) ( ).4,0x,xexf ∈=      14.16  ( ) ( ).,0x,
2

x
sinxf π∈=  

14.17. ( ) ( ).,0x,xshxf π∈=   14.18  ( ) ( ).2,0x,xxf ∈=  
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Задание  14.19-14.25. Разложить функцию f (x) в интервале (0, ℓ) в 
ряд Фурье по косинусам и построить график суммы ряда. 

14.19  ( ) ( ).2,0x,xxf 2 ∈=             14.20  ( ) ( )π,0x,
2

x
cosxf ∈=  

14.21  ( ) ( ).,0x,xchxf π∈=             14.22  ( ) ( ).2,0x,x2xf ∈−=  

14.23 ( ) ( ).4,0x,exf x ∈=             14.24  ( ) ( ).,0x,
2

x
sinxf π∈=  

14.25 ( ) ( ).,0x,xshxf π∈=   

 
2.7  Элементы теории функций комплексного переменного 

 
Задание 15.1–15.25.  Представить  функцию ),(zf=ω где yixz += , 

в виде ( ) ( )y,xiy,xu υω += ; проверить, является ли она аналитической. Ес-

ли да, то найти значение её производной в заданной точке 
0

z . 

15.1 ( ) ( ) 3zizf = ,                   i1z
0

+−= . 

15.2 ( ) z2z1izf
2 −






 −= ,       1z
0

= . 

15.3 ( ) iz3zzf 3 −+= ,                   iz −=
0

. 

15.4 ( ) ziz2zf 2−= ,              i1z
0

−= . 

15.5 ( ) izzzf
23 ++= ,           i

3

2
z
0

= . 

15.6  ( ) zsinzzf = ,               1z
0

−= . 

15.7  ( ) ( ) ze1z3zf −+= ,        0z
0

= . 

15.8  ( ) ( ) z2cos3z2zf 2 −= ,           iz
0

= . 

15.9 ( ) ( ) z2sinz23zf −= ,    0z
0

= . 

15.10 ( ) ( ) zshz2zzf 2−= ,              0z
0

= . 

15.11 ( )
3

z2shz
zf

⋅= ,             2lnz
0

= . 
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15.12 ( ) 2
zsinzf = ,           

2
z

0

π= . 

15.13 ( ) zcosz
3

1
zf 2= ,          0z

0
= . 

15.14 ( ) ( ) 2zcoszzf −= ,        0z
0

= . 

15.15 ( )
2z

ezf
−= ,                  iz

0
= . 

15.16 ( ) z21ezf −= ,              i
3

z
0

π= . 

15.17 ( ) zi21
ezf

−= ,            
6

z
0

π= . 

15.18 ( )
2ziezf = ,                     iz

20

π= . 

15.19 ( ) zzezf = ,                    πi1z
0

+−= . 

15.20 ( ) ( ) zcosz1zf −= ,        
2

z
0

π= . 

15.21 ( ) ( ) z22 ezzzf −= ,        1z
0

= . 

15.22 ( ) z22zezf −= ,                      0z
0

= . 

15.23 ( )
z

2

1

e
5

2z3
zf

−−= ,       0z
0

= . 

15.24 ( ) ( ) zchz23zf −= ,        0z
0

= . 

15.25 ( ) z3ch
3

1
zf = ,               2ln

3

1
z

0
= . 
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2.8  Операционное исчисление 
 
Задание 16.1–16.28. Методом операционного исчисления найти 

частное решение дифференциального уравнения 
tk

ebtayqypy )( +=+′+′′ , удовлетворяющее начальным условиям 

( )
0

y0y = , ( )
0

y0y ′=′ . (табл. 2.1) 

 
Таблица 2.1 – Таблица коэффициентов для задания  №16 
 

Вариант p  q  a  b k  0y  0y′  

1 3 2 -24 -38 2 1 -1 
2 1 -2 -2 1 -1 2 -1 
3 0 -4 -6 -4 -1 -3 1 
4 -1 -6 4 -1 -1 0 3 
5 4 4 -2 -2 -1 -2 5 
6 2 1 9 33 2 3 -1 
7 0 -1 6 -1 2 -2 6 
8 -1 -2 -4 -3 -2 3 7 
9 -2 -3 6 -1 2 -1 2 
10 3 2 12 7 2 3 7 
11 0 -1 6 11 2 -1 0 
12 -2 1 -4 12 -1 3 5 
13 -3 2 -12 28 -1 -5 2 
14 -4 3 8 -30 -1 3 -3 
15 1 -2 -4 2 -1 5 -4 
16 -1 -2 -4 1 -2 -1 6 
17 -3 2 -12 10 -1 -6 2 
18 -4 4 9 3 -1 5 3 
19 -5 6 24 10 -1 -2 2 
20 0 -4 3 -7 -1 3 -7 
21 -2 -3 6 5 2 4 3 
22 -4 3 8 -22 -1 -3 7 
23 -5 6 24 -26 -1 5 -6 
24 -6 9 -16 8 -1 -2 4 
25 -1 -6 8 2 -1 3 8 
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3  ТИПОВЫЕ ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ РЕЙТИНГОВОЙ 
ОЦЕНКИ МОДУЛЕЙ 

 
3.1 Неопределенный, определенный интеграл и его приложения 
 
3.1.1 Найти неопределенный интеграл: 
 

а) ∫
+−

dx
x

4xx2 3

; е) ∫
+
−

dx
16x

4x2
2 ; 

б) ∫ − dxx45 ; ж) ∫ dxx3cos2
; 

в) ∫ dx
xcos

xsin
5 ; з) ∫

−−
−

dx
9xx

1x2
2 ; 

г) ( )∫ − dxx35sin ; и) ∫
−+ dxxex23 )( . 

 
 

3.1.2 Вычислить определенный интеграл. 
 

а) ∫
6/

18/

dxx3ctg12
π

π
; 

б) ∫ −

1

0 x34

dx
;   

в) ∫
−

π

π
dxx3sin2

. 

                      

3.1.3 Вычислить определенный интеграл интегрированием по частям 
или заменой переменной: 

а)  ∫
e

1

dxxlnx ; 

б) ∫
π

0

dxxsinx ;  

в) ∫ +

4

1

dx
xx

1
. 
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3.1.4 Найти среднее значение функции на данном отрезке. 

а) 
3x , 1x0 ≤≤ . 

б) 3 x , 1x0 ≤≤ . 

в) xcos , 2/x0 π≤≤ . 
 

3.1.5 Оценить интеграл сверху: ∫ +
1

0

3 dxx8 .  

 

3.1.6 Оценить интеграл снизу: ( )∫ +−
3

0

2 dx12x4x . 

 

3.1.7 Вычислить с точностью до двух знаков после запятой площадь 
фигуры, ограниченной указанными линиями. 

а) 
2xy = ,  x2y −= ; б) 

2xy = ,  
2x2y −= . 

в) x9y 2= ,  x3y = ; г) 6yx = , 07yx =−+ ; 

д) tcos3x = ,  tsin2y = , [ ]π,0t ∈ ; е) ϕρ cos2 += .  

 

3.1.8 Вычислить длину дуги данной линии: 

а) 3x
3

2
y = , ( 8x0 ≤≤ );   

б) )tsint(9x −= , )tcos1(9y −= , ( π2t0 ≤≤ ). 

 

3.1.9 Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры, огра-
ниченной линиями, вокруг указанной оси координат: 

а) x4y2 −= , 0=x , Оx;   

б)  xy 2= , yx 2= , Оy;   

в) xsiny = , ];[ π0x∈ , Ох; 

г) tcos2x = , tsin5y = , ];[
22

t
ππ−∈ , Оу;  

д) tsintx −= , tcos1y −= , ];0(t π∈ , Ох. 
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3.2 Обыкновенные дифференциальные уравнения 
 

3.2.1 Доказать, что функция )x(y  удовлетворяет дифференциаль-

ному уравнению 
x4e23y −+= , 0y4y =′+′′ .   

3.2.2 Найти интегральную кривую дифференциального уравнения 

yx2y2x1 =′+ )( . 
3.2.3 Найти общее решение дифференциального уравнения 

xyxyey // +=′  с помощью подстановки  )(xUxy = . 
3.2.4 Найти общее решение дифференциального уравнения 

2
x

x

y
y =−′  с помощью подстановки  )()( xVxUy = . 

3.2.5 Найти уравнение линии, проходящей через точку ),( 31M0 , ес-

ли известно, что в каждой ее точке угловой коэффициент касательной про-
порционален абсциссе и обратно пропорционален ординате точки касания 
с коэффициентом пропорциональности 1k −= . 

 
3.2.6 Найти общее решение дифференциальных уравнений, допус-

кающих понижение порядка дифференциального уравнения: 
а) x2sinx4y +−=′′ : решить методом непосредственного инте-

грирования; 

б) 0yyx =′+′′ : применить подстановку )x(zy =′ , )x(zy ′=′′ ; 

в) 
2

y1y ′−=′′ : применить подстановку )y(py =′ , 
dy

dp
py =′′ . 

3.2.7 Найти общее решение линейных  однородных дифференциаль-
ных уравнений 

 

а) 0y5y6y =+′+′′ ; б) 0yy4 =−′′ ; 

в) 0y2y3 =′−′′ ; г) 0y9y =+′′ ; 

д) 0y25y6y =+′+′′ ; е) 0y4y4y =+′+′′ . 

3.2.8 Найти общее решение линейных  неоднородных дифференци-
альных уравнений 

 

а) x2xy4y 2 −=+′′ ; б) 3x2y4y −=′−′′ ; 

в) 
x

ey2y3y
−=+′−′′ . 
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3.2.9 Решить задачу Коши 0y3y4y =+′−′′ , 4)0(y = , 10)0(y =′ .  

3.2.10 Решить систему дифференциальных уравнений двумя спо-
собами: 

а) сведением к дифференциальному уравнению высшего порядка; 

б) с помощью характеристического уравнения 




+−=′
−=′

.yx4y

,yxx
 

 
 

3.3 Кратные интегралы и теория поля 
 

3.3.1 Расставить пределы интегрирования, проектируя область D на 

оси Ox и Oy. D: x2xy
2 −= , x2y −= . 

3.3.2 Найти площади фигур, ограниченных заданными линиями. 
 

а) xy = , 0y = , 4x = ;    

б) 2x2y −= , 2xy = , )0x( ≤ . 

3.3.3 Изменить порядок интегрирования ∫ ∫
−1

0

x2

2x

dy)y,x(fdx . 

3.3.4 Найти массу пластины D с поверхностной плотностью 

yx2=µ  где D ограничена заданными линиями: 4x = , 0y = , xy = . 

3.3.5 Найти работу силы F при перемещении вдоль заданной кривой 
от точки  М к точке N: 

 

а) j)yx(i)yx(F
22 −++= , 2xy = , )1;1(M − , )1;1(N ; 

б) jyixF += , 4yx 22 =+ , 0y ≥ , )0;2(M , )0;2(N − . 
 

(Записать уравнение кривой в параметрической форме tx cos2= , 

ty sin2= , ];0[t π∈ ). 

3.3.6 Выяснить, является ли векторное поле ),,()( zyxMa =  солено-

идальным: 

kzyx2jyx2iyx)M(a 22 +−= . 
 

3.3.7 Выяснить, является ли векторное поле )(Ma  потенциальным: 
 

kyxjzxizy)M(a +−= . 
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3.4 Числовые ряды 
 
3.4.1 Доказать сходимость ряда и найти его сумму: 

 

а) ∑
∞

= +1n )2n(n

1
;    б) ∑

∞

=

+
1n

n

nn

10

52
. 

 

3.4.2 Исследовать на сходимость указанные ряды: 
 

а) ∑
∞

= +−
−

1n
3 8nn

2n3
;    б) ∑

∞

= +−
+

1n
2 2nn

5n2
; 

 

в) ∑
∞

= −

−
1n 2 3n4

n2
;   г) ∑

∞

=
−

1n
1n4

n
; 

 

д) ∑
∞

=
+

1n
n

)
3

(tg)1n2(
π

;  е) ∑
∞

=







 +
1n

2n

n2

1n
. 

 

3.4.3 Исследовать на абсолютную сходимость ∑
∞

= +
−

1n
2

n

3n2

n
)1( . 

 
 
3.5 Степенные ряды 

 
3.5.1 Найти область сходимости:  

 

а) ∑
∞

= 1n
n

n

2

x
; б) ∑

∞

= +1n

n

3n

x
;   

в) ∑
∞

= ⋅
−

1n
n

n

3n

)2x(
 . 

 

3.5.2 Вычислить указанную величину приближенно с заданной сте-
пенью точности δ , воспользовавшись разложением в степенной ряд соот-
ветствующим образом подобранной функции: 
 

а) 3,1 , 0010,=δ ; б) °2cos , 0010,=δ ; 

в) 
e

1
, 00010,=δ . 
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3.5.3 Используя разложение подынтегральной функции в степенной 
ряд, вычислить указанный определенный интеграл с точностью до 0,001. 
 

а) ∫
5.0

0

2

dx
x

xsin
; б) ∫

+1.0

0

dx
x

)x1(ln
. 

 
3.5.4 Найти разложение в степенной ряд по степеням х решения 

дифференциального уравнения (записать три первых, отличных от нуля, 

члена этого разложения) 
2yxy +=′ , 1)0(y −= . 

 
3.5.5 Найти разложение в ряд Фурье функции )(xy  на заданном 

промежутке. 
 

1. x2y = ,   2.       3. 3xy −= , 

      );( ππ−∈x        );( 33x −∈  

 
 
 

3.6 Комплексные числа и действия над ними 
 

3.6.1 Найти 
21

z3z − ,  
21

zz ,  
2

1

z

z
,  если iz

1
= , i1z

2
−= . 

 

3.6.2 Найти модуль и главное значение аргумента для комплексных 
чисел: 

 

а) iz −= ;   б) i31z += ;   в) 1z −= . 
 

3.6.3 Представить комплексное число в тригонометрической и пока-
зательной формах: 

 

а) 1z = ;   б) i1z −= ;    в) i3z +−= ; 
 

 

3.6.4 Найти все значения:  3 1− ,  4 1 ,  i322 − . 

 
 
 





∈
−∈−

=
];;(   ,

);;[   ,

20x1

02x1
y
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3.7 Операционное исчисление 
 
3.7.1 Найти изображение функций. 
 

а) t34)t(f −= ;             б) t3t2 ete)t(f −= ;     в) tcos)t(f 2= . 
 

3.7.2 Найти оригиналы по заданному изображению. 
 

а) 2p

1p
)p(F

+= ;     б) 
3p4p

1
)p(F

2 ++
= ;   

в) 
5p4p

1
)p(F

2 ++
= . 

 

3.7.3 Решить операционным методом дифференциальные уравнения 
при заданных начальных условиях. 

 

а) 1xx =−′ , 1)0(x −= ; 

б) 
t2ex2x =′−′′ , 0)0(x)0(x =′= . 

 

3.7.4 Решить операционным методом систему дифференциальных 
уравнений: 

 





=+′
=+′

,0xy

,0yx
  1)0(x = ,   1)0(y −= . 
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